Vrtilna kolicina V

Mitja Erzen, 28030176
25. maj 2008

1 Naloga:

e Delec z vrtilno koli¢ino [ = 1, ki se giblje v krogelno simetriénem poten-
cialu, je v stanju m = 1. Ob t = 0 vklopimo homogeno magnetno polje v
ravnini yz pod kotom ¢ glede na os z. Ob ¢asu 7/wy, (wr je Larmorjeva
frekvenca) izmerimo projekcijo vrtilne koli¢ine delca na os z. Koliksna je
pricakovana vrednost meritve? S kolik§no verjetnostjo dobimo katerega
od moznih rezultatov meritve?

2 Resitev:

Naloga je zelo podobna nalogi "Vrtilna kolicina II", zato se bom tudi zelo
naslonil na tiste resitve. Definiramo koordinatni sistem s ¢értico, ki ga dobimo
z vrtenjem koordinatnega sistema brez Crtice za kot ¢ okrog osi z. Ob t =0
vklopimo zunanje homogeno magnetno polje z gostoto By, ki kaze v smeri osi
/. Casovni razvoj valovne funkcije za t > 0 je

111,2) = —sin®(p/2)[1 — 1) e~ Pt 1 (1/1/2) sin |10)’ + cos(p/2)[11) e Pot,

Za izpeljavo glej nalogo Vrtilna kolicina I.

Transformirajmo valovno funkcijo v podprostoru ! = 1 iz baze lastnih funkcij
operatorja L, v bazo lastnih funkcij operatorja L’ (transformacijo delamo, ker
znamo |11,¢) razviti po lastnih funkcijah operatorja L., po lastnih funkcijah
operatorja L, pa ne). Pri tem je kot med osema z in 2’ ter med y in y’ enak ¢,
osi z in 2’ pa sovpadata. To transformacijo opravimo s tole funkcijo operatorja:

i E Operatorja L in ¢ sta v koordinatnem zapisu:
L= ( L, L, L. ),

go:(cp 0 O).

Transformacijo valovne funkcije torej opravimo z funkcijo operatorja ei%, ki jo
moramo razviti v poten¢no vrsto, da z njo lahko delujemo na valovno funkcijo:
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L, zapiSemo z L, in L_, za katera vemo kaj naredita z lastnimi funkcijami
operatorja L,:

Ly=L,+iL,,
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Delujmo 7 operatorjema L, in L_ na lastne funkcije operatorja L, v podpros-
toru l = 1:

L,

L [11) =0,
L4]10) = V2h|11),
Ly|1—1) = V2h|10),
L_[11) = V2h[10),
L_|10) = V2h[1 — 1),
L_j1-1)=0.
Operator lahko zapiSemo kot matriko, valovno funkcijo kot vektor, delovanje
operatorja na valovno funkcijo pa potem zapiSemo kot mnoZenje matrike in
vektorja. Matriko, ki predstavlja operator iL, /h v podprostoru | = 1 zapiSemo
takole:
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Delovanje operatorja (’%m) predstavimo s tole matriko:
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Operator (Z?f) predstavimo z matriko
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ki se le za predznak razlikuje od matrike za ¢L,/h. Lahko zapiSemo:
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Sedaj lahko zapiSsemo zacetno stanje valovne funkcije v sistemu s ¢rtico:

CQS2(§) %sincp —§in2(§) 1 cos*(%)
ﬁ sin ¢ cos ﬁ sin 0| = \/Li sin
—sin®(£) %sincp cos?(£) 0 —sin®(£)

Naredimo ¢asovni razvoj zacetnega stanja valovne funkcije v sistemu s ¢értico:

COSQ(‘Q’)ei“’Lt
sin ¢ ,wr, = vBo.
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Ob ¢asu m/wy, je valovna funkcija v sistemu s értico enaka
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Sedaj gremo nazaj v sistem brez Crtice, saj ob fasu w/wy, izmerimo projekcijo
vrtilne koli¢ine na os z. To storimo tako, da na valovno funkcijo delujemo z
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funkcijo operatorja e’ S , ki ga v matri¢ni obliki zapiSemo kot

co_sz(%) —% sin —s_inz(%)
—\/Lisimp cosy —\/Lisimp
—sin®(£) — 5 sing cos?(%)

Pretransformirajmo torej valovno funkcijo v sistem brez crtice:

CO_S2(%) _% sing  —sin’(%) —cos® (%) —cos?
—ﬁ sin ¢ cos —7—sn ﬁsinw = z\/iﬁ sin(2¢) |,
—sin®(£) —5sing  cos 2(%) sin® (£) sin? ¢

vines smo uporabili zveze med kotnimi funkcijami dvojnih kotov. Operator L.,
v podprostoru [ = 1 zapiSimo kot matriko:

(11|L,)11)  (11|L.]10)  (11|L.|1 —1) L0 0
(10[L.|11)  (10|L.[10)  (10|L.]1—-1) |=|0 0 0O
(1—1|L.J11) (1 —1|L.]10) (1 —1|L.|1 —1) 00 —h

Izra¢unajmo pricakovano vrednost projekcije vrtilne koli¢ine na z os:

— cos? © h O 0 — cos? ©
z\/iﬁ sin(2y) 00 0 Z% sin(2¢) | = hcos? p—hsin? p = hcos 2.
sin? ") 0 0 —h sin® %)

To bi tudi klasi¢no pric¢akovali. Vendar meritev ne da pri¢akovane vrednosti,
ampak eno od lastnih vrednosti operatorja L.. Verjetnost, da pri posamezni
meritvi izmerimo eno od lastnih vrednosti operatorja L, so:

P(L. =h) = cos’ ¢,

1
P(L,=0)= 5 sin?(2¢)?,



P(L, = —h) =sin? .

Dobimo jih, ¢e kvadriramo absolutno vrednost koeficientov (pri nas so ti ko-
eficienti realni in jih le kvadriramo) v razvoju nase valovne funkcije ob ¢asu
t = w/wy, v sistemu brez Crtice. Pri tem P(L, = h) pomeni verjetnost, da pri
meritvi projekcije vrtilne koli¢ine delca na os z izmerimo vrednost #.



