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Imamo delec v δ potencialu.

V (x) = −λδ(x)

Izra£unaj vezana stanja!∫ ε

−ε
δ(x)dx = 1

Zaradi simetrije (sodosti) so lastne funkcije (re²itve) spet bodisi sode bodisi
lihe. Ker i²emo vezana stanja, je energija manj²a od potenciala, torej E<0

SODE RE�ITVE:
ψ = Ae−nx +Benx

Za x > 0 je B = 0, sicer funkcija ne bi bila normalizirana. Re²itev je bodisi
soda, bodisi liha.

n =

√
2m(V − E)

h̄2 =

√
2m(−E)

h̄2

Saj je V = 0 skoraj povsod.

ψ1(x) = Aenx = Ae

√
2m(−E)

h̄2 x

To je re²itev Schrödingerjeve ena£be (spodaj) za ∀x < 0, se pravi levo od �delta
²pice�.

− h̄2

2m
∂2ψ

∂x2
+ V (x)ψ = Eψ

Desno od le te (x > 0) pa je re²itev Schrödingerjeve ena£be:

ψ2(x) = Ae−nx = Ae−
√

2m(−E)
h̄2 x

Ker imamo δ potencial je ψ zvezna, ∂ψ∂x pa ne.
ROBNI POGOJI:

ψ1(0) = ψ2(0) (1)∫ ∞
−∞

ψ∗ψdx = 1 (2)

ψ′2(0)− ψ′1(0) =
2m
h̄2

∫ ∞
−∞

V (x)ψ(x)dx =
2m
h̄2

∫ ∞
−∞
−λδ(x)ψdx = −2mλ

h̄2 ψ(0)

(3)
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∂ψ2

∂x
= −Ane−nx;

∂ψ1

∂x
= Anenx

ψ2(0)− ψ1(0) = −An−An = −2An = −2mλ
h̄2 ψ(0)

n =
mλ

h̄2

E = −mλ
2

2h̄2

Iz normalizacije sledi A =
√
n

ψ(x) =
√
ne−n|x|;n =

mλ

h̄

Lihih re²itev ni.

Ali delec kr²i Heisenbergovo na£elo nedolo£enosti?

∆x∆p ≥ h̄

2
Nedolo£enost lege se izra£una:

∆x =
√
〈x2〉 − 〈x〉2

Povpre£na lega:

〈x〉 =
∫ ∞
−∞

ψ∗xψdx = 0

ker sem liho funkcijo integriral na sodem intervalu.
Povpre£en kvadrat lege:

〈x2〉 =
∫ ∞
−∞

ψ∗x2ψdx = 2
∫ ∞

0

ne−2nxx2dx =

Pri funkciji sem izrabil njeno sodost. Zdaj ²e uvedem novo spremenljivko: u =
2nx, du = 2ndx.

= 2
∫ ∞

0

u2e−udu

4n2
=

Γ(3)
4n2

=
2!

4n2
=

1
2n2

Izra£unati moram ²e nedolo£enost gibalne koli£ine. Za£nem s povpre£jem gibalne
koli£ine.

〈p〉 =
∫ ∞
−∞

ψ∗(−ih̄ ∂

∂x
)ψdx = 0,

ker integriram liho funkcijo po sodem intervalu. Nadaljujem z

〈p2〉 =
∫ ∞
−∞

ψ∗(−h̄2 ∂
2

∂x2
)ψdx
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Najprej izra£unajmo odvod

∂ψ

∂x
= −
√
nne−n|x|sign(x)

kjer je sign(x) funkcija, ki je -1 za negativne x in 1 za pozitivne x, pri 0 pa je 0.
Izra£unamo ²e drugi odvod:

∂2ψ

∂x2
= n

3
2ne−n|x|sign(x)− n 3

2 e−n|x|2δ(x)

Saj je sign(x)=2H(x)-1 in njen odvod torej 2δ(x). Zdaj to vstavimo v izraz za
< p2 > in dobimo:

〈p2〉 =
∫ ∞

0

(−h̄2)n2e−2nx − 2(−h̄2)
∫ ∞
−∞

n2e−2n|x|δ(x)dx

Uvedemo novo spremenljivko u = 2nx -> du =2 n dx

= h̄2(
∫ ∞

0

e−udu− 2n2e0) = n2h̄2

〈p2〉 pa se da dobiti tudi po laºji poti. Vemo, da je

H = T + V

kjer je T kineti£na energija T = p2

2m

〈Ĥ〉 =
〈p2〉
2m

+ 〈V (x)〉

Vemo, da je H se²tevek kineti£ne in potencialne energije, se pravi nekak²na
skupna energija delca. Ker ima delec lahko v takem potencialu le eno moºno
energijo, ki smo jo prej ozna£ili z E, mora veljati H = E.

−mλ
2

2h̄2 =
〈p2〉
2m

+
∫ ∞
−∞
−λδ(x)ne−2n|x|dx

−mλ
2

2h̄2 =
〈p2〉
2m
− λn =

〈p2〉
2m
− mλ2

h̄2

〈p2〉
2m

=
mλ2

2h̄2

〈p2〉 =
m2λ2

h̄2 = n2h̄2

Zdaj pa to vstavimo v Heisenbergovo neena£bo in poglejmo, da ne dobimo £esa
premajhnega:

h̄

2
≤ ∆x∆p =

nh̄√
2n

=
h̄√
2

Vidimo, da je produkt nedolo£enosti za faktor
√

2 ve£ji od minimalnega dovol-
jenega.
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