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Povzetek
Imamo delec v stanju

ψ(r) = Ax2e−λr

in nas zanima naslednje
• s kolik²no verjetnostjo izmerimo delcu projekcijo vrtilne koli£ine enako 0

• kak²ne so moºne vrednosti pri merjenju kvadrata vrtilne koli£ine in s kak²no
verjetnostjo izmerimo posamezno

• a kolik²no verjetnostjo izmerimo projekcijo vrtilne koli£ine enako 0, £e smo
prej izmerili njen kvadrat
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I. RAZVOJ

V kvantni mehaniki so �zikalne koli£ine predstavljene z operatorji, in ko neko �zikalno
koli£ino izmerimo, kot rezultat meritve vedno dobimo eno od lastnih vrednosti ope-
ratorja. �e imamo delec v nekem poljubnem stanju, predstavlja kvadrat koe�cient v
razvoju po lastnih funkcijah verjetnost, da bomo delcu izmerili lastno vrednost tega
stanja.

Zato, £e nas zanima katere vrednosti vrtilne koli£ine lahko izmerimo, in s kak²no
verjetnostjo, moramo na²e dano stanje razviti po lastnih funkcijah. Te so za vrtilno
koli£ino krogelne funkcije(spherical harmonics).

Yl,m l = 0, 1, 2 . . . − l ≤ m ≤ l

Za razvoj potence xn(enako za y in z) so potrebne le funkcije z l ≤ n, kar nam
mo£no olaj²a ra£unanje. To sledi iz dejstva, da so krogelne funkcije produkt l-tega
Legendrovega polinoma in eimϕ. Polinom je l-te stopnje in tako v njem nastopajo vsaj
l-te potence(ko je m = 0, sicer so ºe vi²je). Zato pridejo v po²tev le l ≤ n, saj v razvoju
xn ne bo polinomov z vi²jimi potencami kot n.

Prvih nekaj lastnih funkcij(tiste ki jih potrebujemo) v koordinatni reprezentaciji in
krogelnih koordinatah

Y00 =

√
1

4π

Y10 =

√
3

4π
cos θ

Y11 = −
√

3

8π
sin θ eiϕ

Y20 =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1)

Y21 = −
√

15

8π
sin θ cos θ eiϕ

Y22 =

√
5

32π
sin2 θ e2iϕ

lastne funkcije za negativne m dobimo tako da upo²tevamo relacijo

Yl,−m = (−1)mY ∗
l,m
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Vse kar ostane zdaj je, da valovno funkcijo za na²e ²tartno stanje dobro pogledamo
in razvijemo. V krogelnih koordinatah je valovna funkcija

ψ(r, θ, ϕ) = Ar2 sin2 θ cos2 ϕ e−λr

in ker se lastne funkcije po katerih razvijamo ti£ejo le kotnega dela, moramo razviti le
del

sin2 θ cos2 ϕ

To naredimo tako da bolj ostro pogledamo funkciji Y22 in Y2−2, ki sta si kompleksno
konjugiran par, in ju se²tejemo

Y22 + Y2−2 = 2Re[Y22] =

=

√
15

8π
sin2 θ cos 2ϕ =

=

√
15

8π
sin2 θ (cos2 ϕ − sin2 ϕ) =

√
15

8π
sin2 θ (2 cos2 ϕ− 1) =

=

√
15

2π
sin2 θ cos2 ϕ−

√
15

8π
sin2 θ

To ºe zgleda skoraj v redu. Prvi £len je do konstante ºe natanko to kar ho£emo, le ²e
drugi £len bi morali znati razviti da bi ga lahko od²teli. Za tega hitro vidimo da se
skriva v funkciji Y20

Y20 =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1) =

=

√
5

16π
(2− 3 sin2 θ) =

=

√
5

4π
−

√
45

16π
sin2 θ

Drugi £len je ºe to kar potrebujemo, od²teti je treba le ²e konstanto, ki pa se skriva v
funkciji Y00.

Na² razvoj je tako
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|ψ〉 = C(|2 2〉+ |2 − 2〉 −
√

2

3
|2 0〉+

√
10

3
|0 0〉)

kjer konstanto C hitro dolo£imo iz normalizacije

C =

√
3

18

Tako je

|ψ〉 =

√
3

18
|2 2〉+

√
3

18
|2 − 2〉 −

√
2

18
|2 0〉+

√
10

18
|0 0〉

II. REZULTATI MERITEV

Iz razvoja takoj vidimo odgovora na prvi dve vpra²anji. Verjetnost da izmerimo pro-
jekcijo vrtilne koli£ine 0 je vsota kvadratov koe�cientov pred tistimi stanji v razvoju,
ki imajo tak²no projekcijo.

P (lz = 0) =
2

18
+

10

18
=

2

3

Za kvadrat vrtilne koli£ine so moºni izmerki l2 = 0, 6h̄2 in ustrezne verjetnosti.

P (l2 = 0) =
5

9

P (l2 = 6h̄2) =
4

9

�e najprej za kvadrat vrtilne koli£ine izmerimo neko vrednost, smo odstranili iz
razvoja vse £lene, ki nimajo tak²nega kvadrata velikosti. Tistih, ki pa imajo ustrezno
velikost, pa se operator ne dotakne in se ohrani njihovo razmerje, le normalizacija se
popravi. Tako £e smo izmerili kvadrat vrtilne koli£ine 0 imamo stanje

|ψ〉 = |0 0〉

in z verjetnostjo P = 1 izmerimo projekcijo enako 0. �e pa izmerimo kvadrat 6h̄2 pa
imamo po meritvi stanje
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|ψ〉 =

√
3

8
|2 2〉+

√
3

8
|2 − 2〉 −

√
2

8
|2 0〉

in projekcijo 0 izmerimo z verjetnostjo P = 1
4
.

5


