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Kvantna mehanika I

Sipanje na delta potencialu

1. Izpelji operator toka in izracunaj njegovo pricakovano vrednost.

Pri¢akovano vrednost operatorja zapiSemo kot:

(A)=[y' (HAp(x)ax
p) = [y (DS —xy (x')dx

Delovanje delta funkcije na y :

[SGr—0p (x)dx'= [y (x)dx

Preverimo, ¢e operator delta funkcije zadosca definiciji verjetnostne gostote:

) =y () =)

Hitrost v izrazimo z gibalno koli¢ino p. Gostoto tockastega delca pa lahko zapiSemo z delta
funkcijo o(x'-x).

()= pxy=8(x—x) L = l[5(x'—x)£ + P2 5(x'—x)}
m 2 m m

Na tem mestu upoStevamo t.i. korespondencni princip, ki  pravi, da
dobimo kvantno mehanske operatorje tako, da zapiSemo klasi¢en operator z x
in p in ju nato nadomestimo z ustreznima kvantnima operatorjema. V nasem primeru zato
najprej klasi¢ni operator simetriziramo, ker gibalna koli¢ina p ter poloZaj x v kvantni
mehaniki ne komutirata. Nato pa klasi¢ne operatorje nadomestimo s kvantnimi.

Tako dobimo:

j(x) = l[5(x'—x)ﬁ P 5(x'—x)}
2 m m

Operator gibalne koli¢ine: p = —ihi

ox'



IzraCun pri¢akovane Vrednosti operatorja j(x):
P P
()= j p*(x >{5<x S+ (- x)}xx(x )x'=
_l sk (] 5 U p { o £ ' *é‘ " ] '
== [y ()80 Ly (x)dx'+ j (Eyr(a)) Sy ()
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Hermitske operatorje lahko prestavimo iz ¢lena, ki stoji za njim, na ¢len pred njim:

(j() = %(—ih W OW * (1)) + —— (it (0) * p(x) =
m 2m

Tako dobimo koncen izraz za pri¢akovano vrednost operatorja toka:

() =;—;f[w%x)w*(x)—(z/f'(x»*c//<x>] 0

2. Za delec v potencialu V(x)=-46(x) izracunaj amplitudi za

prepustnost in odbojnost in nariSi prepustnost v odvisnosti od
energije delca

Za x <0 uporabimo nastavek:
v (x)= Ae™ + Be™

Za x> 0pa:
¥,(x) =Ce™

Tu se moramo zavedati, da sta valovna vektorja k, v nastavkih za y;in ¥,, enaka zaradi
simetricnega potenciala. V sploSnem potencialu bi imeli dva razli¢na valovna vektorja k in k.

Upostevamo zveznost valovnih funkcij pri x=0:

v, (x=0)=y,(x=0)

Sledi prva enacba za reSitev sistema:
2)

Robni pogoj, ki povezuje odvoda valovnih funkcij je'

al//2| an| J.V(x)l//(x)dx—

ox x=0 ox |x 0

2m

—A0(x)W(x)dx = —ﬂly(x 0)
Izracunamo Se levo stran z odvodi in izena¢imo:

ikC — (ikA + ikB) = Zml
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—ikA +ikB = C(—ik —

Enacbo delimo z (-ik) in dobimo drugo enacbo za reSitev sistema:

A—B:C(1+ﬁ) 3)
ik

Kjer smo vpeljali novo spremenljivko ’:—f =n . Dobili smo 2 enacbi s tremi neznankami (A,
B, C), vendar A poznamo kot amplitudo vpadnega valovanja.
Sestejemo enacbi (2) in (3):
2A=C(1+ &)
ik

Iz tega sledi enacba za C:

A
C = .
I + —
ik
Iz enacCbe (2) sledi:
A -1
B=C-A= —A=A(—7)
n ik
I+ I+—
i n
Enacba za B:
—-A
BZ(—.k)
i
I+—
n

Zdaj ko imamo doloc¢ena koeficienta B in C, lahko dolo¢imo j(x).
Najprej za x<0:

Uporabimo enacbo (1) ter nastavek ,(x) = Ae™ + Be™ .

o = fiae™ —ikpe s Nar e 4 e )= ikar e ik e Nae + e )]
m

jx) = _Z—lh [ikAA* +ikAB * ™ — ikA * Be™™ — ikBB *]+
m

+ Z’—h [ ikAA * +ikAB * €™ — ikA * Be™™ + ikBB *|=
m

jx<0) =" ikaa*—2ikBB*) = (AP - |87)
2m m

Hitro lahko dolo¢imo j(x>0):



Dolo¢imo prepustnost 7"

A 2
n
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T lahko zapiSemo z energijo:

k. mn® .. mA
in E, =——, kjer je ponovno n=—-
2m h

E=
2m

Odbojnost R je definirana kot:

R:‘E mT+R=1
A

Slikal: Prepustnost 7 in odbojnost R v odvisnosti od energije delca

Iz grafa se lepo vidi, ko gre energija delca v neskoncnost, postane prepustnost prakti¢no 1,
odbojnost pa pada proti 0, kar je tudi za pricakovati.



Iz amplitud za prepustnost in odbojnost lahko dolo¢imo valovne funkcije vezanih stanj tako,
da pogledamo kje so poli.

A

cC = — ;B:(__‘L_‘)
1+ L 1+K
ik n

Vidimo, da je pol pri k =in, valovni funkciji ¥,(x)=Ae™ +Be™ in y,(x)=Ce™ sta
oblike:
v, (k =in)=Ae™ + Be™
w,(k =in)=Ce™

Koeficienta B in C postaneta v primerjavi z A zelo velika (B, C >> A), zato Clen pri ¥, ki
vsebuje A, zanemarimo.



