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Naloga

Zanimata nas gostota stanj in specificna toplotna kapaciteta verige N + 1 mas
m, ki so povezane z vzmetmi s koeficientom raztezka k. Mase so razmaknjene
za a, dolzina celotne verige je L.

Resitev

Gostota stanj v eni dimenziji

Predpostavimo, da sta prva in zadnja masa v verigi fiksirani (ne nihata). Potem
vibracijski na¢ini nihanja verige predstavljajo stojece valovanje z odmikom mase
na mestu s

us = u(0) exp(—iwgt) sin(sKa), s=0,1,...,N. (1)
Robna pogoja dolo¢ata mozne valovne vektorje

w27 (N -1

K_L,L,..., 7 . (2)

Resitev z najvecjim valovnim vektorjem K., = N7/L ne da nihanja, saj

vozli stojecega valovanja sovpadajo z legami mas. Dobili smo N — 1 neodvisnih

valovnih vektorjev. To je toliko, kolikor je mas, ki lahko nihajo. Vsak valovni
vektor K doloca drugo stojece valovanje.

Namesto fiksnih mas na zacéetku in koncéu verige lahko uporabimo periodi¢ne
robne pogoje. Z nastavkom za ravni val

us = u(0) exp(i(sKa — wkt)), (3)
kjer je
2w 4w N
K =07 & . £ (4)

spet dobimo toliko nihajnih na¢inov, kolikor je nefiksiranih mas - v tem primeru
N +1. V obeh primerih lahko zaklju¢imo, da z valovnim vektorjem manj$im od
| K| dobimo
L
N=—|K 5
=18 )
nihajnih nac¢inov.



Debyev model gostote stanj

Na predavanjih smo za verigo mas izpeljali disperzijsko zvezo

4k . Kla woa
w(K) = msm(l 2‘ >%2|K|:UK|, (6)

kjer je v grupna hitrost. Pri tem smo v aproksimaciji upostevali |K|a < 1 in
wo = \/4k/m. Funkcijo w(K) prikazuje Slika 1.
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Slika 1: Disperzijska zveza za verigo mas. Vzeli smo wg = a = 1. Pri majhnih
K velja linearna zveza.

Gostoto stanj zapiSemo kot

D(w) = %. )

Ce dN izrazimo iz (5) in dw iz disperzijske zveze (6), dobimo
2L 2L 2L L

Kla) 2 2 v
Tawp cos (—I 2‘“) Tay/ Wy —w Tawo T

Na prehodu drugega enacaja smo uporabili

w . (|K|a |K|a w\’

— =sin | —— — cos| — | =/1—-|— ] .

wo 2 2 wo
Na koncu smo gostoto stanj zapisali v limiti w/wy — 0. Odvisnost prikazuje
Slika 2.
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Slika 2: Gostota stanj za verigo mas. Vzeli smo 2L/ma = wg = 1. Pri majhnih
w velja D = L/7v.

Z znano gostoto stanj D(w) lahko zapiSemo notranjo energijo sistema kot

wo

1
U= 0 D(w) (exp(hw/kBT) -1

+ ;) fiwdw. (9)

Zasedenost stanj harmonskih oscilatorjev smo opisali z Bose - Einsteinovo sta-
tistiko. Pri tem se splaca energijsko skalo premakniti tako, da 1/2 v oklepaju
odpade, zato je v nadaljevanju ve¢ ne bomo pisali. Toplotno kapaciteto izracu-

namo kot U
Cy=|—] . 10
v < dT) v (10)
Ko vstavimo gostoto stanj v limiti w/wg — 0, sledi
L(kgT)? [®°
v = LksT) / T dz, (11)
mho o expr—1
LEZT (™ 2x%expx
Ccy = —2 / dz. 12
v mhv Jy (expxz —1)2 o (12)

Pri tem smo vpeljali x = fiw/kpT in ¢ = hwo/kpT. Pri nizkih temperaturah
xo > 1 lahko zgornjo integralsko mejo potegnemo v neskonc¢nost in dobimo

L kBT 2 7T2

R e (13)
LEAT 72

O = 3T 14



Pri visokih temperaturah < 1 z razvojem eksponentnih ¢lenov v obeh inte-
grandih sledi Dulong - Petitova limita

L(kgT)?
U = Mxo = NkgT, (15)
whv
LK2T
Cy = B~ »o = Nkg. (16)
mhv

Na zadnjem enacaju smo vstavili xg, izrazili wy s K iz disperzijske zveze (6), K
pa zapisali s Stevilom stanj (5).

Einsteinov model gostote stanj

V tem modelu predpostavimo, da N oscilatorjev niha s frekvenco wy. Potem je
gostota stanj enaka
D(w) = No(w — wp). (17)

Notranja energija takega sistema se zapise kot

Nflw()
U= N{n)hwy = . 18
(n)heo exp(hwo/kpT) — 1 (18)
7 odvajanjem po temperaturi dobimo toplotno kapaciteto
exp Tg
Cy = Nkga?——— . 19
|4 BT (eprO — 1)2 ( )

Pri visokih temperaturah xy — 0 gre toplotna kapaciteta proti Nkg. Pri nizkih
temperaturah xo — oo je toplotna kapaciteta sorazmerna z exp(—zg), kar je
v nasprotju z eksperimentalnimi rezultati. Nizkotemperaturno limito pravilno
opiSe Debyev model.



