6. vaja pri predmetu Kvantna mehanika:

Kvantni harmonski oscilator

Samo Pucihar, november 2024

Teoreti¢ni uvod

......

mehaniki. V klasi¢ni fiziki opisuje Stevilne pojave, kot so nihanje vzmeti, gibanje nihal in valo-
vanje, medtem ko v kvantni mehaniki predstavlja temeljni model za razumevanje kvantiziranih
energijskih stanj in osnovnih lastnosti atomov ter molekul. Zaradi svoje matemati¢ne elegance
in Siroke uporabnosti je pogosto obravnavan sistem in pozornost mu je bila posvecéena tudi pri

vajah iz Kvantne mehanike.

Zacnimo s klasi¢no sliko, kjer je energija delca v harmonskem potencialu podana z

2
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kjer je k konstanta vzmeti. Podoben izraz bo v kvantni mehaniki imel Hamiltonjan, Se prej pa
lahko k preko zveze w = /k/m opustimo:
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S tovrstno obliko Hamiltonjana se je reSevalo naloge pri vajah iz Moderne fizike I, kjer so resitve
enacbe oziroma valovne funkcije imele obliko Hermitovega polinoma pomnoZenega z enacbo

Gaussovega valovnega paketa:
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Ta resitev pa je bila pridobljena z nekoliko muc¢nim reSevanjem diferencialne enacbe. Tu bomo
predstavili boljso metodo, ki temelji na reSevanju problema z operatorji. Uvedemo anihilacijski

operator

_ 1 (x P
a—ﬁ<x0+zpo> 1)



6. vaja: Kvantni harmonski oscilator

in kreacijski operator

p_ 1 x_-P>
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pri temer upostevamo, da sta x in pg konstanti ter velja xo = \/71/(mw) in py =1 /xp. Ta
dva operatorja nista hermitska, (| a |p) = (a*p|p) # (P|a’yp), in ne komutirata oz. je njun

komutator enak

[a,a"] = 1. ©))

Gre za zelo relevantno zvezo, ki nam bo mnogokrat prisla prav pri reSevanju poznejsih proble-

+

mov. Ker v splosnem velja [A, B] = —[B, A], je komutator [a", a] enak —1.

Z novimi zvezami tudi Hamiltonjan zavzame novo obliko
+ 1
H=hw(aa+ 5 (4)
in ¢e z njim delujemo na stanje |n):

Hn) = Ey[n),

dobimo za lastno vrednost energijo n-tega stanja, ki jo podaja tudi izraz

E, =hw (n-l-;), 5)

kjer Stevilo n predstavlja stanje delca v harmonskem oscilatorju in velja n € INy. Osnovno stanje
ima torej vrednost Jfiw. Ce vrednost $tevila n povetujemo, opazimo, da so vrednosti energij

ekvidistan¢ne

1 3 5
{EO = Ehw, E1 = Ehw, Ez = Ehw,...},

kar niti ni povsem samoumevno — ¢e se spomnimo, ima delec v neskon¢ni potencialni jami

energijo E, = Ein?, torej energijske vrednosti niso ekvidistancne.
Ce delujemo na stanje |1) z anihilacijskim operatorjem

aln) =+njn—1), (6)

opazimo, da ta operator stanje zniza za ena. Od tu Ze samo ime anihilacijski. Na podoben nacin

deluje kreacijski operator

atn) =vn+1n+1), (7)
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le da ta stanje zviSa za ena. Omenimo Se, da anihilacijski operator lahko deluje na n-to stanje
najve¢ n-krat: " [1n) = \/n!|0), saj se stanje zniZa vse do osnovnega stanja, n = 0. Ce bi na

taksno stanje delovali ponovno, dobimo nicti vektor
a|0) =0. ®)

Za konec podajmo Se novi obliki operatorja lege

x::;%( +a*) )

in operatorja gibalne koli¢ine
Po +
=——(a—a). 10
p=-"25(a-') (10)

Pri¢akovani vrednosti teh dveh operatorjev sta

(x) =V2xgRe(a) in (p) = v2poIm(a). (11)

Navodila naloge

Delec v harmonskem potencialu se ob ¢t = 0 nahaja v stanju
9.0) = —=10)+ =)
V2 V2
Doloci ¢asovni razvoj pricakovane vrednosti lege in gibalne koli¢ine ter njuni nedolo¢enosti v

odvisnosti od ¢asa.

{(x,t), (p. 1), Ax(t), Ap(t)} =7

Dolocanje (x,t) in (p,t)

Najprej bomo dologili ¢asovni razvoj pricakovane vrednosti lege in gibalne koli¢ine: (x,t), (p,t).
Ker i¢emo ¢asovni razvoj, je smiselno zaceti z doloanjem ¢asovnega razvoja stanja: |, t). To

je v naSem primeru Se posebej nezahtevno, saj imamo lastna stanja Ze podana. Upostevamo:

|, t) = U(t) |g,0) = e[y, 0)

Vrednost energije E,; je odvisna od stanja, zato bo lastno stanje |0) imelo energijo Eg = 7,

stanje |1) pa energijo E; = 4.

1 I _swt
|¢,t):ﬁe 2 |O>+ﬁe Y2 1)
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Nadaljujmo z dolo¢anjem (x, t) in (p, t). Enacbi (11) lahko dodamo ¢asovno komponento:
(x,t) = V2xoRe(a,t) in (p,t) = V2poIm(a,t).

Ce bi dolo¢ili (a,t), bi z njim lahko dolotili obe zahtevani pri¢akovani vrednosti. Torej:

(@,t) = (.t alp,8) = (] (\15 0) + ﬁ |1>) _

Ko z anihilacijskim operatorjem delujemo na prvi ¢len, postane ta enak ni¢, saj velja enacba (8).

Dobimo torej spodnji izraz.

= utla (VI- L ) =

V naslednjem koraku Zelimo razpisati (¢, t|, pri ¢emer pa je smiselno biti nekoliko bolj pozoren.
Poleg tega, da se vsak ket spremeni v bra, [0) — (0| in |1) — (1], je potrebno tudi vsako C
stevilo kompleksno konjugirati. Gre za dokaj preprost korak, ki pa naj bi bil na pisnem izpitu

med najveckrat pozabljenimi.

1 et i 3wt
<¢,t‘ = ﬁeﬂ 2 <0| _ \ﬁeﬂ 2 <1|

To vstavimo v nas izraz.

V naslednjem koraku upostevamo, da delamo z ortonormirano bazo, (1|1m) = 0,,,, zaradi tesar

je ¢len, ki vsebuje skalarni produkt (1|0), enak nic.

Lo i s
= — 02 2
V242

Ker za nadaljne racunanje potrebujemo realno in imaginarno komponento zgornjega izraza,

,int 1 —iw

e :Ee =

upostevamo Eulerjevo zvezo ¢ ¥ = cos ¢ — isin ¢, in dobimo

(a,t) = icoswt%— 1sinwt‘
2 2 i

Zdaj lahko dolo¢imo tudi realno in imaginarno komponento,
1 . . i
Re(a, t) = 5sinwt in Im(a,t) = 5 cos wt,

ter ju ustrezno vstavimo v enacbo (11). S tem sta (x, t) in (p, t) dokon¢no dolocena.

(x,t) = 20 sinwt

V2
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Side quest #1: Dokazovanje Ehrenfestovega teorema

Ehrenfestov teorem nam lahko pride prav pri reSevanju raznih problemov, zato je smiselno, da

se z njim na vajah spoznamo. Teorem izvira iz casovnega odvoda pri¢akovane vrednosti

d(A, 1)
dt

= ih([A, H|, 1),

kjer se gleda pricakovano vrednost lege

dix,t) _ (p,t)
dt  m (12)

Zgornja enacba je nekaksna kvantna analogija na enacbo v = p/m iz klasi¢cne mehanike. Za

harmonski oscilator pa obstaja Se ena oblika Ehrenfestovega teorema:

d{p. ) —k{x,t).

TR (13)

Preverili bomo tako enacbo (12) kot (13). Za¢nimo s prvo. Najbolj smiselno je, da posebej

re$imo levo in desno stran enacbe, potem pa jih poskusimo zdruZiti in preveriti, ali sta res

enaki. g 4
Leva stran: <x,t> = ] sinwt | = e coswt = L
dt dt \ /2 V2
t
Desna stran: <P > — _Po_ coswt = D

— o
Ali torej velja L = D?

&Coswtl Po cos wt 'Lcoswt
V2 mv/2 V2

Upostevamo zvezi xo = 4/ ;- in po = x% = h/ 5"
h > b fmw
—w = — -
mw m\ h
haw? 2 |1 mw
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Na podoben nacin lahko dokaZemo tudi enac¢bo (13).

cd{p,t) _d [ po _ pow _
Leva stran: % (\@ cos wt \/i sinwt =L

Desna stran: — k(x,t) = —

D=L
pow kxo .
e — smwt ———sin wt
V2 V2
?
Pow = kxo

Poleg zvez za xj in po upostevamo tudi w = v/k/m oziroma k = w?m.

h w 2z w mw
mw
W mww? 2 [witm?h
h N mw

=7
Vimw3EVhmw?

Side quest #2: 1zvor lastne frekvence w

Ponovno si poglejmo izraza za (x, t) in (p, t), ki smu jo izratunali.

(x,t) = 20 sinwt  in (p,t) = PO coscwt

V2 V2

Obe povprecni vrednosti oscilirata s krozno frekvenco w. Je to posledica nase arbitrarne izbire
stanj (|0) in |1) v naSem primeru), ali se w pojavi ne glede to, katera stanja izberemo?

Krozna frekvenca izvira iz izratuna pritakovane vrednosti anihilacijskega operatorja (4, t).
Ideja je, da dolo¢imo ¢asovno odvisen anihilacijski operator a(t). Takoj, ko imamo opravka
s tasovnim razvojem operatorja, se je smiselno premakniti v Heisenbergovo sliko. Casovno

odvisnost dolo¢imo iz izraza, ki smo ga izpeljali na prejsnji vaji

d
A = L[H, Al

kjer splosni operator A nadomestimo z a

Q.

Sa(t) = £ [H,al(0).

Smiselno je poudariti, da velja a(0) = a.

— Stran 6 —



6. vaja: Kvantni harmonski oscilator

Najprej dolo¢imo komutator [H, a, pri éemer za H upostevamo enacbo (4).
[H,a] = [hw <a*a + ;) ,a] =

Skalarji komutirajo, zato lahko 3 opustimo.
= [hwa'a,a] = hwlata,a] =

Upostevamo [AB,C] = A[B,C] + [B, C]A.

= hw(a'[a,a] + [aF, ala) =

Vemo, da velja [a,a4'] = 1in [a',a] = —1 ter [a,a] = [a',a’] = 0.
= hw(—a) = —hwa
[H,a] = —hwa

Imamo torej diferencialno enacbo

d i
g4 = ¢ (=hwa)(t)
d

katere reSavanja se lotimo preko separacije spremenjlivk.

a(lt)da(t) = —iwdt

Ina(t) = —iwt

a(t) =D -e~ !

D je konstanta ob ¢asu t = 0, torej velja D = a(0) = a.

a(t) =a-e it

V Heisenbergovi sliki lahko ponovno dolo¢imo (a4, t).
(a,t) = (0] a(t) [1,0) = (9, 0] ae™"" [, 0) = e~"" (1,0 a [, 0) = e~"*(a,0)
(a,t) = e “!(a,0)

Ta zveza je splosna in bo drZala, ne glede na izbiro valovne funkcije. (x,t) in (p, f) bosta tore]
vedno nihali z lastno frekvenco linearnega harmonskega oscilatorja. Bodimo bolj konkretni in

si to poglejmo na primeru (x, t).

(x,t) = V2xgRe(a,t) = V2xgRe (1,0 a(t) [1,0) = v2xoRe{e ! (1,0 a |p,0)} =

— Stran 7 —



6. vaja: Kvantni harmonski oscilator

(1,0| a |1, 0) je pricakovana vrednost operatorja 4, ki pa ni hermitski. Ozna&imo jo torej z nekim

splognim C stevilom z = |z| .
= V2xgRe{e™™*|z| e} = v/2xg|z| Re{e @9} = \/2x¢|z| cos (wt — ¢)

(x,t) = V/2xg|z| cos (wt — ¢)

Edini komponenti, na kateri lahko vpliva kaksno valovno funkcijo si izberemo, sta |z| in ¢, torej
je izvor lastne frekvence popolnoma neodvisen. Pricakovano vrednost lege smo izracunali Se
enkrat, tokrat v Heisenbergovi sliki, ki je uporabna v primerih, ko Zelimo ugotoviti, ali je neka

komponenta odvisna od izbire valovne funkcije ali ne.

Dolo¢anje Ax(t) in Ap(t)

Definicija nedolocenosti lege in gibalne koli¢ine pravzaprav obstaja v dveh slikah.

A2x(t) = (x*(t),0) — (x(t),002 = (1) = (x,1)°

Heisenbergova slika Schrodingerjeva slika
A%p(t) = (P(1),0) = (p(1),0)* = (p°.1) — (p.1)°
Heisenbergova slika Schrodingerjeva slika

Tu bomo ra¢unali v okviru Schrédingerjeve slike, seveda pa bi lahko vse racunali tudi v Hei-
senbergovi sliki. (x,t) in (p,t) smo dolodili Ze v prej$njem delu naloge, medtem ko moramo

(x%,t) in (p?, t) Se izratunati. Za¢nimo z iskanjem (x?,t).

Zacnemo z enacbo (9) in jo ustrezno preoblikujemo.

X0

= \3;05 (a + a*) = () ﬁ<a +at)y = (%t

=2 (atat,t)

N

Skrajno desno enacbo kvadriramo in dobimo

2
X
(1) = (@ ta", 0
2
(x*,t) = %(aa +aat +a'a+atat,t).

Da uredimo ¢lena aa® + a'a uporabimo [a,a"] =1 — aa* —ata =1 — aa’t =1+ ata.
2 X3, 0, 12 t
(x°,t) = ?<a +a" +2a"a+1,t)
Upostevamo zvezo z + z* = 2Re(z), saj v izrazu nastopa a> + a? = 2+ a2 in re¢emo, da
velja a? = z.

2
(% t) = %(2Re<a2,t> +2(ata, t) +1)
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Dobimo torej izraz (x?,t) = x3(Re(a? t) + (a'a,t) + ). Se preden pa dolo¢imo Re(a?,t) in

ata, t),je smiselno Se prej izratunati izraz za (p?,t), saj so koraki zelo podobni.
) pre) P ] P
2 P(z) +\2
(1) = -B(a— a2ty
p2
(p*,t) = 20 (a*+a"" —aa" —a'a,t)
pz
<p2,t> = 20 (a* +a'" — (aa" + a%a),t)
2
(r2 1) =~ 2Re(a, 1) —2(a"a, 1) - 1)

(P t)= —p} (]Re<a2,t> — (ata,t) — ;)

Ce zelimo doloéiti (x2,t) in (p?, t), moramo $e poiskati vrednosti &lenov Re(a?,t) in (ata,t).
p P

Pri¢nimo z (a?,t), kjer lahko najprej z operatorjem a? delujemo na valovno funkcijo
@ |, t) = aa|p,t) =a(alp,t)) =a([...]al0) +[...]a|1)) =a(0+[...]]0)) = [...]a|0) =0,

in ugotovimo, da delovanje s takim operatorjem vrne nicti vektor. Z oznako [...] sem oznacil

vse predfaktorje, ki bi bistvo kve¢jem zamegljevali.

Dolo¢imo Se

1 e i e + I o I e
ataly, t) =ata [ —e 20+e’t1):a<0+elf\f10>:elfl,
.0) = a'a (e ¥ 10) + e ) e V) ) = e

ki ga uporabimo pri izra¢unu

1 wt ] i ] e 2 et et
tlatali ) = (e 10) = et 1)) (e ) ) = 5 () -

Tako. Izra¢unali smo vse potrebne komponente za izra¢un Ax(t) in Ap(t). Na vajah smo nalogo
zakljuéili kar na tej tocki, saj je kon¢ni izracun dokaj preprost in smo lahko razpoloZljiv ¢as
usmerili v reSevanje drugih nalog. Vseeno pa se mi zdi za konec smiselno, da Ax(t) in Ap(t)
doloc¢imo Se eksplicitno.

1
=4/ (x%,t) — (x,t) —\/xo Re(a?,t) + (a*a, t)—l-i)—?sm wt =
2 1.1 x5, .o
= x0(0+§+§)—75m wt= X 1—§sm wt
[(p2 2 LEN
) —(p, )2 = (| (—p3(Re(a?, t) — (ata,t) — 2) 5 cos wt =
1 1, 7 1
p3(— O+2+2) > cos?wt = po 1—§cos2wt
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Opomba avtorja

Dokument je osnovan na zapiskih iz vaj pri predmetu Kvantna mehanika v zimskem semestru 2024, ki
jih vodi Tomaz Rejec. Postopku reSevanja pa sem sam dodal nekaj razlage. Upam, da vam je pri sledenju
naloge bila v pomoc¢. Vseeno se mi zdi smiselno izpostaviti, da sem diplomiran biokemik, ki je v procesu
ucenja zakonitosti kvantne mehanike, tako da prosim za razumevanje, Ce se v razlagi ali racunih znajde
kaksna napaka. Ce jo opazite, bi bil zelo vesel, Ce bi me nanjo opommnili (mail: samo.pucihar@gmail.com).
Poleg tega se mi je zdelo zanimivo pisati na temni podlagi, ki je Se posebej prijetna pri branju iz zaslona.

Ce pa si kdo Zeli dokument natisniti, lahko naredim e verzijo z belim ozadjem.

— Samo Pucihar
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