Sipanje na kvadratni mrezi

Andrej Leban

Opis naloge

Na nevtralnem substratu nastane sloj ionskega kristala, ki tvori kvadratno
mrezo z medatomsko razdaljo 1 A. Vzporedno s povrdino, v smeri ene od
stranic kvadratne mreze vpada nemonokromatski snop rentgenskih zarkov z
energijami med 4 keV in 9 keV.

Dolo¢i vse kote, pri katerih dobimo Braggove odboje. Izracunaj
energije sipanih rentgenskih zarkov

Opraviti imamo s 2-dimenzionalno kvadratno mrezo. Bazna vektorja sta:
ai = a(1,0) (1)
a5 = a(0,1) (2)

, kjer je a medatomska razdalja. Reciproéna mreza kvadratne mreze je spet
kvadratna mreza:

— 27
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by = = (0,1) @
Vpadna svetloba ima energije od 4 keV do 9 keV kar ustreza:
‘kl‘ =~ 0.32‘()1(1[1‘2’ < 0'73’b1ali2’ ~ |k2| (5)

Nalogo najprej vizualno predstavimo s pomocjo Ewaldove sfere (v tem
primeru kroga):
Vpadni vektor k£ ima dano smer in je enak:
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k=10 (6)

ﬁ
, kjer X lezi med 1.37a in 3.09a. Sipani vektor k' oznac¢imo kot:
- 27
K= =7 (m1,ma) (7)
ml, m2 sta v tem primeru realni Stevili. )\ ni realna valovna dolzina,
le faktor skaliranja, ker ima k' poljubno smer v prostoru (da ohranimo

podoben zapis k ).



Ewaldova konstrukcija:
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Slika 1: Ewaldova konstrukcija, vpadni k te¢e od ¢rne do turkizne puscice.
Mogoci Braggovi odboji so vse tocke reciproéne mreze med ¢rnim in modrim
krogom - t.j. le 2X(1,0)

Iz skice, (ki je narisana okvirno), razberemo, da pricakujemo le en Bra-
ggov odboj - ko bo razlika vpadnega in odbitega valovnega vektorja enaka
b1. Sedaj to pokazemo Se analiti¢no:

Ker imamo opravka z Braggovim sipanjem, velja
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|k =K (8)
To nam poda X odbitega vektorja:

N = X\/m?2 + m3 9)

Von Lauejeva formulacija zahteva, da je razlika med odbitim in vpadnim
valovnim vektorjem vektor recipro¢ne mreze:
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K- =F (10)
Vektorje reciprotne mreze oznac¢imo kot:

% = (K Ky) (11)
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K1, K5 sta celi stevili.
Sedaj lahko razpisemo Von Lauejev pogoj po komponentah:

_ — 2 = 21[(1 (x smer)
AV/mi+ms A a
27Tme 2w

B —— Ky y smer
AV/mi+ms o ( )

Enacba za y se predela v:

A mo
Ky = — % 12
a’ \/m%+m% 12)

Poudariti je potrebno, da % te¢e od priblizno 1.37 do priblizno 3.09.
Desna stran je za netrivialne meo lahko najvec 1.

Torej imamo v y smeri le trivialno resitev: me =0, Ko =0

Ce to prenesemo v enacbo za x, dobimo:

A
U e (13)
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Leva stran je lahko 0 ali -2. Desna stran je torej -2, z K1 = —1 in % = 2.

_>
Torej je edini netrivialni odboj naslednji: &' = Z(—1,0). Na skici bi to
_>
pomenilo da sta tako vpadni kot odbiti valovni vektor natanko polovica by .
Ta odbiti vektor je seveda za 7 obrnjen od vpadnega oziroma povedano

z Braggovim kotom: 6 = 90°

|k'| = T nam da energijo sipanega zarka £ = 6.199keV

Oceni vezavno energijo kristala na enoto povrsine na osnovi
Coulombskih interakcij. Predpostavi, da so ioni v kristalu
enkrat ionizirani.

Coulombska energija na ionski par je podana kot:
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coul _ Zl Z260
upair(a) = -

4mepa

kjer je a medionska razdalja - torej 1 A« je t.i. Madelungova konstanta,
ki nam poda informacijo o strukturi ionske mreze:
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Madelungovo konstanto sem se odlo¢il izracunati s seStevanjem po nev-
tralnih celicah. Ker sedaj lo¢imo ione - v kvadratni 2D mrezi so 4 najblizji
sosedi nasprotnega naboja, sem preSel na mrezo z bazo. Razdalja do na-
slednjega enakega iona je torej 2a. Na spodnji skici je z rumeno oznacena

o=

(15)



prva nevtralna celica, ki je hkrati tudi naSa osnovna celica za mrezo z bazo.
Druga nevtralna celica je obrobljena z zeleno:
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Slika 2: Kvadratna ionska mreza, rdeci so pozitivni, modri pa negativni ioni
ali obratno. Z rumeno so oznacene meje osnovnih celic, centralna je hkrati
tudi prva nevtralna celica.

Sestevanje po prvi nevtralni celici nam da:

Zi _ Y2 A1/

— + ~ —2.58579 (16)
Rel.n.c Rij/a 1/2 \/5/2

a1 =

Predznak je irelevnaten, za ra¢unanje se vzame |a/, saj mora biti vezavna
energija na par invariantna na izbiro izhodis¢a v anionu ali kationu. Nega-
tivne naboje se Steje poloviéno, saj si jih delita dve osnovni celici, pozitivne
pa kot 1/4, saj so hkrati v tirih osnovnih celicah.

Za natancnej$o oceno sestejemo Se po drugi (vkljuéno s celotno prvo)
nevtralni plasti:

Zj -1 +1 +1/2  —1/2 +1/4

a142 = =4—+4 +4 +8 +8 ~ —3.21375
Rg;w Rijfa  1/2° \/2/2 1 VE/2 VB2

(17)
Ce sestejemo le stevee ulomkov, vidimo, da je celica res nevtralna.



lag| = |a142| — || &= 0.63 < |aq], €leni v vrsti se torej zmanjsujejo, tako
da bo za okvirno oceno konstanta legitimna.
Ker so ioni enkrat ionizirani, sta Z7 in Z5 enaka 1.
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usot (a) = —|al - 47T€0 —~ —45.45eV (18)

Energija na povrsino je torej:
; 1/2uso! J
Ujona pair

ecoul = = ~ 370— 19
¢ Aosnovneceliae a? m? ( )



