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1 Navodilo

Pri nalogi je bilo potrebno obravnavati longitudinalna mrezna nihanja enodi-
menzionalne verige atomov z maso M, kjer so najblizji sosedi povezani z vzmetjo
s konstanto K7, drugi najblizji sosedi pa z vzmetmi s konstanto K5. Najprej je
bilo potrebno dolo¢iti primitivno celico ter zapisati enacbe gibanja za majhne
odmike iz ravnovesnih leg. Iz tega je bilo potrebno izracunati disperzijo mreznih
nihanj ter hitrost zvoka. Izracunati je bilo potrebno tudi prispevek mreznih ni-
hanj k nizkotemperaturni specifi¢ni toploti v primeru, ko je Ko = —%Kl < 0.

2 Disperzija nihanja verige

n-2

Slika 1: Skica problema

V verigi imamo enake atome mase M, zato je v primitivni celici en atom, njena
dolzina pa je enaka a. Sedaj lahko zapisemo silo na n-ti atom; ta bo imela
prispevka zaradi skrcka vzmeti K7, s katero sta povezana najbljizja soseda in
pa zaradi skrcéka vzemti Ko, s katero sta povezana druga najbljizja soseda:

Fn = Kl[(un+1 - un) + (Unfl - un)] + KZ[(un+2 - un) + (un72 - un)] (]-)



Da dobimo gibalno enac¢bo za n-ti atom uporabimo Newtonov zakon Mii,, =
F,:

Mii, = =2(K1 + K2)un + Ki(tnt1 + tn—1) + Ko(Uny2 — tn_2) (2)
Resitev te enacbe pricakujemo v obliki ravnih valov:

Uy = quikna—iwt (3)

Ko vstavimo nastavek (3) v (2), lahko izrazimo w?:

—Mw2 _ —2(K1 + KQ) +K1<e’ik‘a + e—ik‘a) +K2(ei2ka =+ e—iQka)
M
75w2 = K;(1—coska)+ 2K5(1 — cos? ka)
2
w? = i [K1(1 — cos ka) + 2K sin® ka] (4)

V dolgovalovni limiti (ka < 1) lahko sinus in kosinus po Taylorju razvijemo
do kvadratnega c¢lena:

W [Kl (1 —1+ @) +2K2(ka)2} =

= (Kl + 4K,y

) (ka)*  (5)
Disperzijska zveza je tako

Ky + 4K,
= 71{;
w=ay/ : (6)

iz dobro poznane zveze za ravne valove w = ck pa tudi hitrost zvoka:

K + 4K,
c=a T (7)

3 Specificna toplota pri nizki temperaturi

V primeru, ko je Ky = f%Kl < 0 vidimo, da bo hitrost zvoka enaka 0, zato
moramo enacbo (4) razviti do naslednjega visjega reda.

w? o= %[Kl(l — cos ka) + 2K sin? kal,
sinka = ka— (kg)?’ +...,
2 4
coska = 1—(k;) (k;l) — ..,
W= -1+ (k;‘)z - (’;‘24) 20Ky (ka — @)21,
o= g IO (8)



Sedaj upostevamo Ky = —1K; < 0 in vidimo, da nam v enacbi (8) odpade

kvadratni ¢len:
1K 5.9 90 o 1 JK ,
wlk) =5\ 379k =7k 7 =5\ 350 (9)

Tukaj smo za voljo krajSega zapisa uvedli konstanto ~ in opustili pisanje
indeksov pri K-jih.

Za izracun specificne temperature potrebujemo najprej gostoto fononskih
stanj. To izra¢unamo iz enacbe

_ Nadk

D(w) = —-~,

(10)

kjer je N stevilo vseh atomov v verigi. V to enacbo sedaj vstavimo naso
disperzijsko zvezo (9):
Na 1
D(w) = ——
27y Jw

Za izracun energije sistema uporabimo Bose-Einsteinovo statistiko:

(11)

U= [ Dl tede _ Ne / T Iede (12)
0 exp(: —1)  2my Jo  exp( —1)

kjer wp predstavlja Debyejevo frekvenco. Za lazje ra¢unanje sedaj uvedemo
novo spremenljivko x = ,;—”T, mejo integrala pa postavimo v neskoncénost, saj
racunamo specificno toploto pri nizki temperaturi. Dobimo:

U= Nah(’“BT)g/oo L P L L SERN T
2ty \ h o €e*—1 2/ ov/Th \M
Vrednost integrala v enacbi (13) je $/7((3) ~ 2, 31516, kjer je ((z) Riem-
manova zeta funkcija. Pri prehodu ¢ez drugi enacaj smo tudi ze vstavili vrednost
za 7. Da dobimo specifi¢no toploto, moramo enac¢bo (13) Se odvajati po tem-
peraturi:

ce=(57), =) TV ) VT a9

Za razliko od linearne odvisnosti pri verigi, kjer so le najblizji sosedi povezani
med seboj, dobimo tukaj korensko odvisnost od temperature.



