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1 Sodi potencial in degenerirana stanja

1.1 Naloga

Pokazi, da lahko tudi pri degeneriranih stanjih izberemo sode in lihe lastne
funkcije, ¢e je potencial V (—z) =V (z).

1.2 Resitev
K2 92

Ce je potencial sodi sledi, da je tudi Hamiltonian H(z) = — 550z + V()

sodi:
- o o2 -
H-2))=——" 4+ V(-2)=———+ V()= H 1.1
(=) 2m I(—x)? + V(=) 2m 0(z)? + V(@) (z) (L.1)

Ce zapiSemo Schrodingerjevo enac¢bo z Hamiltonianom

A

H(z)y(x) = Ey(x)

in v enacbi zamenjamo r — —x

A

H(—z)y(—x) = Ep(-z)
ter uporabimo ena¢bo (1.1) dobimo

H(z)y(—z) = By(—z)

iz Gesar sledi, da je tudi ¢(—x) resitev Schrodingerjeve enacbe z enako ener-
gijo.

Y(x) in ¢(—x) sta lahko linearno odvisni ali linearno neodvisni. Ce sta
linearno odvisni (torej, ¢e imamo nedegenerirano stanje) smo Ze pri prvi vaji
pokazali da mora (z) biti bodisi liha, bodisi soda. Ce pa sta ¥ (z) in ¢(—2)
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linearno neodvisni (torej, ¢e imamo degenerirano stanje) potem lahko iz niju
tvorimo novo bazo lihih in sodih funkcij:

vs(x) = (x) + P(—x) (1.2)

V(@) = ¥(x) — P(-x) (1.3)
Tako smo pokazali, da lahko tudi za degenerirana stanja vedno izberemo
sode in lihe lastne funkcije.

2 Prepustnost konc¢ne potencialne jame

2.1 Naloga

Izracunaj amplitudo za prepustnost kon¢ne potencialne jame z globino V; in

sirino a. !

2.2 Resitev

Imamo potencialno jamo, se pravi potencial oblike

0 cex<b -obmodjel
V(z)=4¢ —Vo ¢elz| <b -obmodje 2
0 ¢ex>b -obmodje3

Sipanje je zanimivo predvsem za valovne pakete. Valovni paket pa lahko
(na sreco) zapiSemo kot linearno kombinacijo ravnih valov. Tako da se lahko
za potrebe krede in table brez izgube splosSnosti omejimo samo na ravne
(potujoce) valove.

Prosti val, ki potuje v desno predstavlja e™*1% tistega, ki potuje v levo pa

—ik1x
</<:1 =ky = ,/2;;;]5) Tudi znotraj potencialne jame resitve Ze poznamo,

to so linearne kombinacije sin(kyz) in cos(kax).

<k‘2 _ /Qm(ngo))

Tako imamo lahko v obmoc¢ji 1 val, ki potuje v levo in val, ki potuje v
desno, enako pa velja za obmodcje 3. V sploSnem imamo torej valovne funkcije

'Rajsi sem uvedel novo spremenljivko a = 2b in vzel jamo od —b do b kot pa od -5
do 3, tako da mi ni treba vle¢i tistih polovick vedno sabo. Na koncu pa bom v enatbah
ponovno uvedel a = 2b.



wl (Jj) — Aeiklx + Befiklx
Po(x) = Csin(kox) + D cos(kox)
Yg(x) = Feks® 4 Geikse

Vendar pa je dovolj poucen in zanimiv Ze primer, ¢e prihaja val iz leve
in se na potencialu sipa (del se odbije, del pa se prepusti). Tako na desni
strani ni vala, ki bi potoval v levo (G = 0). Zanima nas prepustnost, ki je
definirana kot delez amplitude vala, ki potencial preide. V naSem primeru
torej:

_ PP
AP

Ker nas zanima samo razmerje, lahko brez skode za splo$nost privza-
memo, da je A =1. S tem smo “potihem” naredili normalizacijo.
Nase valovne funkcije so torej:

(2.1)

Yy(x) = e*T 4 Bemthe (2.2)
Po(x) = Csin(kex) + D cos(kyx) (2.3)
Ps(z) = Fe™? (2.4)

Tako nam ostanejo 8e 4 neznanke (B,C, D, F') katerih vrednosti lahko
dobimo iz zahteve, da je celotna valovna funkcja zvezna in zvezno odvedljiva
(problemati¢ne so samo meje potencialne jame pri —b in b).

Y1 (=b) = o(=b) = Be™ 4 Csin(kqob) — D cos(kob) = —e 10

Y (=b) = Yh(=b) = Bikie™® + Ckycos(ksb) + Dy sin(kyb) = ikye~ 1t
Uy (b) = 1h3() = C'sin(keb) + D cos(kyb) — Fe'¥1? =0
Wy (b) = 4 (b) = Ckycos(kob) — Dkysin(kyb) — Fikie™® =0

Tako dobimo (linearni) sistem 4 enac¢b z 4 neznankami. C' in D lahko
izrazimo iz prvih dveh z B ter vstavimo v drugi dve. Nato pa Se iz preostalih
dveh eliminiramo B in tako dobimo F'. Seveda lahko koeficiente damo tudi
v 4 X 4 matriko ter pois¢emo njen inverz. Lahko pa se lotimo tudi zvitega
trika. Valovne funkcije razpiSemo po sodi in lihi bazi (saj smo v prejsnjem
primeru pokazali, da lahko to vedno naredimo). Potem pa reSujemo problem
za sode in lihe funkcije loc¢eno. Tako razdelimo nas prvotni 4 x 4 sistem na
dva manjsa 2 x 2 sistema. ReSimo vsakega posebej in potem izrazimo F' z
linearno kombinacijo resSitev 2 x 2 sistema.



Prvi pristop se mi zdi Se najbolj intuitiven (posebno za sipanje) in tudi
najbolj (konceptualno) enostaven:
Iz prvih dveh enac¢h izrazimo C'in D z B
ka1

D = (Be™ + e ") cos(bky) — @k—g

(Be™ — ™) sin(bk,)

— (Be™ — e7™*1) |y cos(bks) — B (€™ + e sin(bks)

Nato vstavimo v drugi dve enacbi in resimo 2 x 2 za F.

—2ibk1
F= ‘ (2.5)

cos(2bky) — @(liflf) sin(2bk,)

Ce upostevamo e a = 2b dobimo:
—iakq
F= < (2.6)

(K2+E2) .
cos(aky) — z<21,;rk22) sin(aks)

Prepustnostni koeficient je potem (upostevamo A = 1 in enac¢bo (2.1))

1
. k1 —ko)?
1+ 81n2(k2b) <( 21k1k22) >

T =|F]?= (2.7)

3 Popolna prepustnost

3.1 Naloga

Pokazi pri katerih energijah je prepustnost jame enaka 1.

3.2 Resitev

Popolno prepustnost si lahko “razlozimo” tako, da si predstavljamo, da se
val, ki prihaja iz desne strani odbije pri prehodu desne “stene” (z = §) in
ponovno pri levi “steni” (z = —§). Ce je §irina jame v primerjavi z valovno
dolzino ustrezna, potem se val sipa v fazi in dobimo popolno prepustnost.

Ce pogledamo enacho (2.7) potem hitro opazimo, da je T =1 ko je

) (kl - k?)z o
sin®(kqa) (—2k1k2 =0
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Ce je k1 = ko to pomeni, da imamo konstanten potencial (in je logi¢no, da
je prepustnost popolna:), tako da ta primer ni zanimiv.
Zanimiv primer je torej, ko je sin(kqya) = 0, to pa se zgodi, ko

koa = nm
Ce vstavimo ko = w in malo preuredimo ¢lene dobimo
2,232
n°mh
E, = - W 3.1
" 2ma? 0 (3.1)

kar pa so ravno vezana stanja v neskon¢ni potencialni jami!
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