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1 Propagator
Propagator definiramo kot
K(q1,t1590,t0) = (g1, 1190, to)

kar je ravno verjetnostna amplituda, da delec, ki je bil ob ¢asu ¢y na polozaju qg, najdemo na polozaju
q1- IzpiSimo operator ¢asovnega razvoja.

K(¢,T;q,0) = <q/|€’% q>

Propagator lahko izracunamo z obicajnimi prijemi. Alternativna moznost pa je preko integracije
po vseh poteh, ki jih delec lahko opise. Po tej poti dobimo
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Kjer je S(q(t)) akcija za posamezno pot od ¢ do ¢’ v asu T.

2 Klasi¢na akcija HO

Klasi¢no se delec v harmonskem potencialu giblje takole:
q(t) = Asinwt 4+ B coswt

p(t) = mw(A coswt — Bsinwt)
z zacetnim in kon¢énim pogojem dolo¢imo koeficienta
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Lagrangeovo funkcijo harmonskega oscilatorja poznamo:
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Izracunajmo akeijo (izvedbe osnovnih trigonometriénih integralov ne bom pisal):
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3 Gaussov integral

Potrebovali bomo integral
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4 Izpeljava

Operator ¢asovnega razvoja lahko razpiSemo v produkt manjsih delov.
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Propagator lahko na ta nac¢in razbijemo na majhne dele in med posamezne ¢lene vrinemo operator
identitete [ dg|g){(q|-

K(q,T39,0) = (q/le™F e e ) =
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Integrale preselimo na zacetek, v vmesnih ¢lenih pa prepoznamo propagatorje na posameznih ¢asovnih
odsekih.

K(¢,T;q,0) = / dgi1dgedgs - dgn—1K(¢', T;qn-1,T — 6) - - - K(g2, 265 q1,0) K (q1, 65 ¢, 0)

Integral spredaj pomeni vsoto po vseh poteh, kvadrat produkta na desni pa prepoznamo kot produkt
verjetnosti za prehod iz polozaja gq; v ¢;+1, torej gre kar za vsoto pogojnih verjetnosti. Posamezen
propagator deluje za majhen ¢as, zato ga smemo razviti po Taylorju. Clen v Hamiltonki, ki je odvisen
od p lahko integriramo, za posamezen diferencialno majhen propagator dobimo
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Celoten izraz je torej:
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5 Prehod na homogene robne pogoje

Poti harmonskega oscilatorja zapiSimo kot vsoto klasi¢ne poti in popravkov s homogenimi robnimi
pogoji.
a(t) = qc(t) +y(t)
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Ker za g. velja Euler-Lagrangeova enacba, ¢, = —w?q., zadnji ¢len izgine.
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6 Izracun integrala s pomocjo Fourierove vrste

Od integrala ostane torej le

Ce razpisemo diskretni priblizek akcije zgoraj, vidimo da so prisotni mesani ¢leni oblike q:q;-
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Po drugi strani v Fourierovi reprezentaciji za zvezno akcijo lahko zapisemo enostavno
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Ker smo izpeljali izraz za propagator le za diskretno obliko, bi z integracijo tega izraza po ay, izgubili nor-
malizacijsko konstanto, ki smo jo dobili v diskretnem priblizku. Dobili bi le odvisnost K  (sin wT)*l/ 2,

Predelajmo diskretno obliko integrala v Fourierovo reprezentacijo. Uporabimo diskretno sinusno
transformacijo v unitarni obliki, zato da ne reskaliramo integralov.
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Ker gledamo primer N > 1 lahko polovicko takoj pozabimo.
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Vsoto po n prevedemo nazaj na integral: » 6 cos
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Izracunajmo sedaj U = [ ], dare®® z uporabo Gaussovega integrala.
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Z uporabo znane matematicne relacije (velja v limiti) Hfj:_ll (2sin &%) = V/N izpostavimo sinusni ¢len
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V limiti N — oo so edini ¢leni produkta, ki se bistveno razlikujejo od 1 tisti, za katere je argument

sinusa majhen. Uporabimo priblizek majhnih kotov.
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Iz kompleksne analize vemo, da funkcijo do faktorja natan¢no dolo¢ajo njene nicle in poli.
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Dodamo se normalizacijsko konstanto in klasi¢ni del akcije in dobimo resitev
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