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1 Naloga

Za sistem dveh delcev s spinom 1/2 velja:

h
Sul?) = SIW)

h
Sul®) = SI¥)

Koliksna je verjetnost, da ob meritvi velikosti celotnega spina sistema delcev izmerimo
vrednost 07

2 Resitev

Gornja pogoja lahko povemo bolj preprosto. En spin kaze v smer x, drugi pa v smer y.
Glavna os kartezi¢nega koordinatnega sistema bo kot ponavadi os z. Stanja bomo locevali
glede na velikost skupnega spina in njegovo komponento v smer z.

2.1 Baza

Vsak izmed spinov je lahko glede na os z obrnjen gor ali dol. Za sistem dveh spinov so
torej mozna Stiri produktna stanja:

RV B RO R A DR R (1)

Za ta stanja velja, da je njihova skupna z-komponenta spina kar vsota z-komponent spina
za posamezna stanja:

Sz|X1X2> = [Slz + S2Z]|X1X2> = [SIZ|X1>]|X2> + |X1>[52z|X2>] =
[Ama | xa)]|xz2) + [x0)[hma|x2)] = Rma + ma]|xixe) (2)

V gornji enachi sta y; in yo lahko T ali |, operator S;, deluje le na spinski del valovne
funkcije prvega delca, operator S,. pa le na spinski del valovne funkcije drugega delca.
Stanja, ki sestavljajo gornjo bazo imajo dobro dolo¢eno z-komponento spina. Da lahko
problem resimo, bomo potrebovali tudi bazo z dobro dolo¢eno velikostjo spina. Stanja, ki
to bazo stestavljajo smo vajeni pisati kot |sm), kjer s nam poda velikost skupnega spina
in m njegovo projekcijo v smer z. Za to bazo velja naslednje:

m = My -+ Mo
s = |s1—so|,[s1— 82|+ 1,...,]s1 + 2]
S.|sm) = hm|sm)
S| sm) h?s(s + 1)|sm) (3)



Povezava med produktnimi stanji in stanji v notaciji |sm) je sledeca:

1,1) <—> | TT>
1,0) < 7 1T +141)]
1, -1) < |11
)

51 TH = 11D)] (4)

-

K temu se bomo vrnili kasneje.

2.2 Zacetna valovna funkcija sistema

[¢emo splosno valovno funkcijo sistema dveh spinov [¢)). Dolo¢ili jo bomo tako, da bomo
zapisali njeno najbolj splosno obliko, oz. linearno kombinacijo baznih funkcij, nato pa
upostevali za¢etna pogoja za projekeiji spinov. Nastavek za ) je:

[¥) = al 1) + 0] T1) + [ LT) +d] 1]) ()

Operatorja Sy, in Sy, bomo izrazili z zniZevalnim in zviSevalnim operatorjem za spin.
Zapiseta se takole:

Si:;&%ia%L (6)

kjer + oznacuje zviSevalni operator, - pa zniZevalnega. Izrazava S, in S, se torej glasi:

1
Sy = 5[S++S,]
Sy = o155 (7)

Delovanje znizevalnega in zvisevalnega operatorja podaja formula:

Selsm) = Rl +1) —m(m£1) [s,m+1) (8)

Najprej izracunamo stanja, ki jih dobimo, ¢e z operatorjem S, delujemo na spinski del
valovne funkcije za prvi delec, torej na stanja | 1) in | | 1), ter z operatorjem Sy, na spinski
del valovne funkcije za drugi delec, torej na stanja | To) in | |2) (Stevilka v indeksih se
nanasa na delec). Imamo:

1
Sulf) = 518 +811m) =351 =35 |3 3) =

- 332 G) g,

h /3 1 i
- 2Vat ‘ ’ > ’ >1:2'l1> (9)
1 1 1.1 1
Sizl L) = ) [S++ 5] 1) = §S+| h) = §S+ 2,—2>1 =

Rl 1 11 1 Al 1 i
= —_ —_ —_ — —_ = — |— — = — 1
o\1 "3 ‘2’ 2>1 2’2’ 2>1 2’T1> (10)
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Sle T2> = 5 [S-I- - S—] | T2> = _ZS_| Tg) = %S_ 5 2>2 =
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Soyl L2) = 2% [S+ = S]] 12) = 275+\ l2) = 27.S+ 5 —2>2 =
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A <_2> 2 |2 2>2 2|2 2>2 = —§| T2) (12)

Sedaj lahko uporabimo zac¢etne pogoje in dobimo zacetno valovno funkcijo:

h h
Swld) = 5 lal 11+ 0 L)+l 1)+l 11)] = 1) (13)
h h
Sult) = 5 lial 11y bl 11) +icl 11} —id] 11) = 5 ) (14
Iz prve enache zgoraj sledi:
a=c b=d, (15)
iz druge pa:
ia =" (16)
Sedaj lahko zapiSsemo valovno funkcijo |1):
() =all 1) +4[ T1) + | 11) +4] L1)] (17)

Dolo¢iti je treba Se konstanto a. To bomo naredili s pomocjo normalizacijskega pogoja

(V) = 1:

W) = @[ 1) =i 1)+ 111 =i 1)) x
x 7 > +il T+ N+ L)) =a®[1+1+1+1] =40 =1

= a:§ (18)

Sledi, da je iskana valovna funkcija 1 enaka:
1
SUTD 10 + 111+l L) (19)

2.3 Verjetnost, da je ob meritvi skupni spin enak 0

Da ugotovimo, koliksna je ta verjetnost moramo ravnokar dobljeno valovno funkcijo izraz-
iti s stanji |lm). V predprej$njem odseku sta zapisani obe bazi in zveze med njima. Stanji
| T1) in | []) sta ekvivalentni stanjima |1,1) in |1, —1), stanji | T]) in | |T) pa izrazimo s
stanji |1,0) in |0,0) na slede¢ nacin:
[T = Hl 0) +10,0)]

1 = [11,0) —10,0)] (20)
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|1)) se v bazi |sm) zapiSe takole:

l 1

1 .
) = 5|1+ 5000+ 0.0+ 5 110) - 0.0} -1, -1)
- ;[\1,1>+\}§<¢+1)|1,o>+;§<¢—1>|o,o>—¢|1,—1>] (21)

Edino stanje za katerega velja, da je skupni spin enak 0, je stanje |0,0). Valovno funkcijo
|1)) imamo izrazeno s stanji, ki imajo dobro dolo¢eno velikost skupnega spina; verjetnost,
da bomo izmerili ravno stanje s skupnim spinom 0 je absolutni kvadrat koeficienta v
razvoju [¢) pred stanjem |0, 0):
2
1 1
= i1 == 22
i — 1] (22

4

1
P(skupni spin = 0) = |(z - 1)
2/2




