
Naloga
Delec z vrtilno koliµcino l = 1, ki se giblje v krogelno simetriµcnem potencialu, je v stanju m = 1. Ob

t = 0 vklopimo homogeno magnetno polje B0 pod kotom � glede na os z. Kak�na je µcasovna odvisnost
priµcakovane vrednosti vrtilne koliµcine?

Re�itev
Delec je ob µcasu t = 0 v stanju jlmi = j11i. Smer spina je v z osi. Koordinatni sistem lahko obrnemo

tako, da bo polje leµzalo v XZ ravnini.
Zapi�imo Hamiltonjan delca v polju

H = �� �B = �b
�h
L �B; � = ��bL

�h
; �b - Bohrov magneton

H =
�b
�h
(LxBx + LyBy + LzBz)

Sedaj pa naredimo transformacijo koordinatnega sistema v lastni koordinatni sistem polja.

(x; y; z) ! (x0; y0; z0)

(B0 sin�; 0; B0 cos�) ! (0; 0; B0)

Na novo sedaj lahko zapi�emo tudi hamiltonjana kot

H =
�b
�h
B0L

0
z

Razvijmo sedaj stanje j11i v novem sistemu jlmi0, za katerega velja

L0zjlmi0 = �hmjlmi0, (1)

L0xjlmi0 =
1

2

�
L0+ + L

0
�
�
jlmi0; (2)

L0yjlmi0 =
1

2i

�
L0+ � L0�

�
jlmi0; (3)

pri µcemer je L�jl;mi =
p
l (l + 1)�m (m� 1)�hjl;m� 1i:

L2 - je skalar in tako neodvisen od izbire koordinat. ! l0 = 1

Razvoj torej izgleda tako

j11i =
X
m

Amj1mi0 = A0j10i0 +A1j11i0 +A�1j1� 1i0

Lzj11i = �hj11i
Lzj11i = (L0z cos�� L0x sin�) (A0j10i0 +A1j11i0 +A�1j1� 1i0) = �h (A0j10i0 +A1j11i0 +A�1j1� 1i0)

(��h+ L0z cos�� L0x sin�) (A0j10i0 +A1j11i0 +A�1j1� 1i0) = 0 (4)

V tej enaµcbi moramo upo�tevati �e naslednji zvezi:

L0z (A0j10i0 +A1j11i0 +A�1j1� 1i0) = �h (A1j11i0 �A�1j1� 1i0)

L0x (A0j10i0 +A1j11i0 +A�1j1� 1i0) =
A0�hp
2
(j11i0 + j1� 1i0) + (A1 +A�1) �hp

2
j10i0

ki ju izpeljemo s pomoµcjo enaµcb 1 in 2. Ko to vstavimo v enaµcbo 3, delujmo nanjo z operatorji 0h10j, 0h11j,
0h1� 1j. Dobimo sistem treh enaµcb.

h010j : �A0 + A1p
2
sin�+ A�1p

2
sin� = 0

h011j : �A1 +A1 cos�+ A0p
2
sin� = 0

h01� 1j : �A�1 �A�1 cos�+ A0p
2
sin� = 0
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Od tu dobimo zvezi

A1 = �A0p
2

sin�

1� cos� = �
A0p
2
cot

�

2

A�1 = �A0p
2
tan

�

2

Faktor A0 dobimo iz normalizacije. Veljati mora

h11j11i = jA0j2 h010j10i0 + jA1j2 h011j11i0 + jA�1j2 h01� 1j1� 1i0 = 1

1 = A20 +A
2
�1 +A

2
1 = A20

�
1 +

1

2
cot2

�

2
+
1

2
tan2

�

2

�

A20 =

 
1 +

1

2

 
cos2 �2
sin2 �2

+
sin2 �2
cos2 �2

!!�1

A20 =

 
1 +

1

2

 
cos4 �2 + sin

4 �
2

sin2 �2 cos
2 �
2

!!�1

A20 = 2 �
 
cos2 �2 + sin

2 �
2

sin �2 cos
�
2

!�2
A0 =

p
2 sin

�

2
cos

�

2

To vstavimo nazaj v A1 in A�1

A1 = � cos2
�

2
; A�1 = � sin2

�

2
Naredimo sedaj µcasovni razvoj

E1 =
�bB

�h
(�h � 1) = �bB; E�1 = ��bB; ! =

�bB

�h

j ; ti =
X

e�i
Ej
�h tjji

= � cos2 �
2
e�i!tj11i0 � sin2 �

2
ei!tj1� 1i0 +

p
2 sin

�

2
cos

�

2
j10i0

Sedaj ko vemo kak�na je valovna funkcija delca v µcasu, si poglejmo kako se obna�a njegova vrtilna koliµcina
hL (t)i =? Poglejmo posamezne komponente

hL0zi = h ; tjL0zj ; ti

= cos4
�

2
ei!t�he�i!th011j11i0 + sin4 �

2
e�i!t (��h) ei!th01� 1j1� 1i0 + 0

= �h

�
cos4

�

2
� sin4 �

2

�
= �h

�
cos2

�

2
+ sin2

�

2

��
cos2

�

2
� sin2 �

2

�
= �h cos�

hL0xi = RehL0+i, hL0yi = ImhL0+i

hL0+i = 0 +

�
� cos2 �

2

�
ei!t2�h sin

�

2
cos

�

2
h011j11i0 +

�
� sin2 �

2

�
ei!t2�h sin

�

2
cos

�

2
h010j10i0

= �2�h sin �
2
cos

�

2
ei!t = ��h sin�ei!t

hL0xi = ��h sin� cos (!t)
hL0yi = ��h sin� sin (!t)

Vrtilna koliµcina torej precesira okoli smeri z0.
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