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1 Propagator
Propagator definiramo kot
K(q1,t1590,t0) = (g1, 1190, to)

kar je ravno verjetnostna amplituda, da delec, ki je bil ob ¢asu ¢y na polozaju qg, najdemo na polozaju
q1- IzpiSimo operator ¢asovnega razvoja.

K(¢,T;q,0) = <q/|€’% q>

Propagator lahko izracunamo z obicajnimi prijemi. Alternativna moznost pa je preko integracije
po vseh poteh, ki jih delec lahko opise. Po tej poti dobimo

, iS(a(1))
K(¢\T;q,0) = / Dy(t)e’%

Kjer je S(q(t)) akcija za posamezno pot od ¢ do ¢’ v éasu T

2 Klasi¢na akcija HO

Klasi¢no se delec v harmonskem potencialu giblje takole:
q(t) = Asinwt 4+ B coswt

p(t) = mw(A coswt — Bsinwt)
z zacetnim in kon¢énim pogojem dolo¢imo koeficienta
_ q—q coswT
sinwT’
B=q
Lagrangeovo funkcijo harmonskega oscilatorja poznamo:

p2 mw2q2

:T— = — —
L(q,p) V=o- 5




Izracunajmo akeijo (izvedbe osnovnih trigonometriénih integralov ne bom pisal):

5= / Cqt)) dt
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3 Gaussov integral

Potrebovali bomo integral
(o)
/ e dg = \/?
oo a

4 Izpeljava
Operator ¢asovnega razvoja lahko razpisemo v produkt manjsih delov.
_iHT _iHNS _ws\ N
e h = e h = (e h )

Propagator lahko na ta nac¢in razbijemo na majhne dele in med posamezne ¢lene vrinemo operator
identitete [ dg|g)(q|.

K(¢',T;q,0) = <Q'I6’”z6 e e q> =

_iHs _iHs _iHs
<q’|e ¢ -~-/dq2|q2><q2|e ; /dq1|q1><q1|e : |q>

Integrale preselimo na zacetek, v vimesnih ¢lenih pa prepoznamo propagatorje na posameznih ¢asovnih
odsekih.

K(¢,T;q,0) = / dgi dg2dgs -+ dgn—1K(¢', Ty gn-1,T — 0) -+ - K (g2, 205 q1,6) K (q1, 65 ¢, 0)
Integral pomeni vsoto verjetnostnih amplitud po vseh poteh, ki vodijo med danima tockama.

Posamezen propagator deluje za majhen ¢as, zato ga smemo razviti po Taylorju in zintegrirati del
z gibalno koli¢ino[1].
i6 p2  id
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K(qz+l7t + 67 qi, t) <ql+1‘ h 2m I3

Razpisimo ¢len z gibalno koli¢ino po ravnih valovih

dp; dp;
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vemo da je (plq) = enP

dp; Ao (o —qs
(qiv1|p®@i) :/ﬁ;p?eh“(%ﬂ )

ostali deli propagatorja vsebujejo:

dp‘ i
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Tako lahko propagator zapiSsemo v prostoru ravnih valov in pretvorimo nazaj v eksponentno obliko.

d i 5 2 5 i d i id di+1 9
K(qiy1,t+95q:,t) = / 2:71 (1 - l—p—;n - 1V(Qi)> enPi@ir1—a) — / ﬁeﬂpi%’ﬁpf’v(m)

To je pa gaussov integral ki ga lahko resimo (opazimo Se prvo diferenco koordinate v eksponentu).

mh s mai?
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Propagator za celoten cas je torej

K(q',T:q,0) = ( m )N/2/]ﬁ1 dgietS@®)
2mihé P

5 Prehod na homogene robne pogoje

Poti harmonskega oscilatorja zapisimo kot vsoto klasi¢ne poti in popravkov s homogenimi robnimi
pogoji.
q(t) = ge(t) +y(t)

T -2 2.2 T
mq mwq .
S(q) = S(ge +y) = / de (2 - > = S(qc) + S(y) +/ dt (mdey — mw’qey)
0 0
Ker za q. velja Euler-Lagrangeova enacba ¢, = —w?q., zadnji ¢len izgine.

T (1)
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Od integrala ostane torej le
K = ebS@) /Dye‘gs@)



6 Izracun integrala s pomoc¢jo Fourierove vrste
Ce razpisemo diskretni priblizek akcije zgoraj, vidimo da so prisotni mesani ¢leni oblike q:q;-
Sm A= ([ 2n — 201\’ 5 9
5%2;((6 > wxn>

Po drugi strani v Fourierovi reprezentaciji za zvezno akcijo lahko zapiSemo enostavno

=5 ((F) )

kjer oc¢itno ni mesanih ¢lenov. Ker imamo izpeljan propagator za diskretizirano akcijo, bi integracija
takega nastavka izgubila vse normalizacijske konstante, ostala bi samo odvistnost K o (sin wT)_l/ 2,
Kako z mahanjem rok odcarati divergentne predfaktorje je med drugim opisano v [3].

Zato zelimo dobiti Fourierovo reprezentacijo direktno iz diskretnega nastavka (v prispevku [2] avtor
uporabi Wickovo rotacijo in kompleksno FT). Uporabimo diskretno sinusno transformacijo v unitarni
obliki, zato da ne reskaliramo integralov.
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Ker gledamo primer N > 1 lahko polovicko takoj pozabimo.
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Vsoto po n prevedemo nazaj na integral: ) 0 cos® *T* = 3
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Izra¢unajmo sedaj U = [ [], dage®® z uporabo Gaussovega integrala.
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Z uporabo matemati¢ne relacije Hk 1 (2 sin 1) = N ([2]) vidimo, da za velike N zaradi dvojke v
imenovalcu argumenta zmnozimo ravno polovico med seboj enakih ¢lenov, zato velja H b1 (2 sin 5 N) =



VN (relacijo sem zaradi matematiéno sumljivega sklepa numeri¢no preveril). Tako lahko izpostavimo

sinusni ¢len.
2
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V limiti N — oo so edini ¢leni produkta, ki se bistveno razlikujejo od 1 tisti, za katere je argument
sinusa majhen. Uporabimo priblizek majhnih kotov.
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Iz kompleksne analize vemo, da funkcijo do faktorja natanéno dolo¢ajo njene ni¢le in poli.
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Dodamo $e normalizacijsko konstanto in klasi¢ni del akcije in dobimo resitev

K= (555) U

K= "™ izmsr((a®+d®) coswl—2qq")
2mihsin wT
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