Casovno odvisna perturbacija
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Naloga

Vodikov atom je v homogenem elektri¢nem polju

E(t) = Ey 1+(1L)2 .

Koliksna je verjetnost, da je atom ob ¢ = oo v prvem vzbujenem stanju, ¢e je
bil ob ¢ = —oo v osnovnem stanju? Pri katerem 7 je ta verjetnost najvedja?
Predpostavi, da je elektri¢no polje dovolj §ibko, da lahko uporabi$ perturbacijsko
teorijo.

Resitev

Hamiltonjan zapiSemo kot vsoto Hamiltonjana nezmotenega sistema in ¢asovno
odvisne motnje v smeri osi z:
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—eE(t)z = Hy + H'(t), (1)

kjer je
H'(t) = —eE(t)z. (2)

Casovno odvisno funkcijo prvotnega stanja lahko zapiSemo kot vsoto stanj
[, t >=>cn(t)n,t > . (3)
n
Casovni odvod koeficientov novih stanj se glasi

em(t) = —%ch(t) < m | H (|t > . (@)



Zgornjo enacbo integriramo po ¢asu od —oo do poljubnega ¢asa ¢ in dobimo

em(t) = em(—00) — % / S enlt) < m, tH (Bln, t > dt. %)

— 00

NaSa motnja je dovolj $ibka, da se s Casom koeficient ¢, (t) ne spreminja veliko,
zato ga zamenjamo kar s ¢, (—o0).

Ob ¢asu t = —o0 je vodikov atom le v osnovnem stanju n = 1; 1 = 0; my; = 0; my.
Projekcijo spina na os z (mg = :i:%) si lahko izberemo, saj potencial ne vpliva
na njegovo smer. Recimo da je atom na zafetku v stanju cn im;m, = ¢10,0,1-
Pod integralom torej nimamo ve¢ vsote, temveé le en ¢len.

Ob ¢asu t = oo nas zanima prvo vzbujeno stanje n = 2; [ = 0,1; my; ms.
Projekcija spina se ne spremeni, torej ostane mg = %
o0
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CQ,l,m,,% (OO) = c2,l,m1,%(_oo)_ﬁ CI,O,O,%(_OO) < 27 l7 m, 51 t|—6E(t)Z|17 07 07 5; t > dt.
—00
(6)
Na zacetku je bil atom le v osnovnem stanju, zato je prvi ¢len na desni ¢y ; ), 1 (—o0)
0in ¢y g9,1(—00) =1.
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cmﬁmh%(oo):—% / <2,l,ml,§,t\—eE(t)z\1,0,07§,t>dt. (7)
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Pois¢imo $e velikost tirne vrtilne koli¢ine [ vzbujenega stanja. Ce hocemo, da
je integral razlicen od nié¢, mora biti parnost izraza pod integralom enaka 1.

< 2al7m/l7 %7t‘ - (_l)l 32— _17 |17070a %at >— (_1)0

= (-)!(-1)(-1)° = (-1)"*! = | = lih

Ker lahko v naSem primeru izbiramo velikosti tirne vrtilne koli¢ine le med 0 in
1, je torej [ = 1.

Zaradi valjne simetrije velja [H', L,] = 0 = A(m;—my) < U, mj|H'(t)|l,m; >=0
(izpeljano Ze pri vaji Perturbacija IT).

Torej morata biti projekciji vrtilne koli¢ine obeh stanj enaki. UpoStevamo Se
¢asovni razvoj in zapiSemo izraz pod integralom iz enacbe (7):

1 1 1. , 1
< 2,1,0, 5, t|=eB(t)2[1,0,0, 5.t >= —eB(t) < 2,1,0, §|ez%tze_l%t|1,0,0, 5>
(8)

kjer sta By = —13,6eV in Fy = f—; = 7%13, 6eV energiji osnovnega in prvega
vzbujenega stanja vodikovega atoma.



Enacbo (7) sedaj zapisemo kot
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Ca1,0,1(00) = 7€ <2,1,0, |z\1 0, O 5 > E(t rtdt. (9)
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Ozna¢imo w = £2=E1 h . Izra¢unati moramo integral kompleksne funkcije, ki ima
singularnosti v tockah +iT:
o0
E, wt
B, (10)
1+ (7)?
— 0o

Integral kompleksne funkcije po sklenjeni poti je enak vsoti residuumov v polih
znotraj zanke. Integriramo torej po celotni realni osi ¢asa. Da pot sklenemo,
imamo za integracijo dve moznosti, in sicer polkrozno po zgornji ali po spodnji
kompleksni polravnini. Ce 1zberemo spodnjo (e™(=%) = ¢¥) in posljemo t — oo
eksponent divergira. Na zgornji polravnini pa gre eksponent (e = e=«t)
proti ni¢, ¢e t — oo. Za zakljucitev integracije po sklenjeni poti izberemo torej
polkrog po zgornji polravnini.

Eoeuut eiwt ' 7_2 eiwt
= Ep2riRes(——————)|ir = Ep2miRes(———————)|ir
7{ ormiRtes (e = BormiResl G )
TQeiwt
= E2mi(——)|;r = E T
0 m((t—i—iT))| o7rTe

Braket izrac¢unamo tako, da integriramo po sferi¢nih harmonikih, ki jih sedaj
poznamo, operator z pa nadomestimo z r cos ¥ .
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<2,1,0, §|z|170,07 3>= /R;lYl*Or cos VR Yoor2drdpd(cos ) = \frB
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(11)
Koeficient vzbujenega stanja po fasu t = oo se torej glasi:

0271’0,%(00) ﬁeE(ﬂr \[7‘37'@ wr (12)

Verjetnost, da se atom po Casu ¢ = co nahaja v prvem vzbujenem stanju pa je:
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Pt=o0c0o,n=2)= |c271,07%(oo)|2 (

Izra¢unajmo Se, pri katerem 7 je ta verjetnost najveéja. Odvajamo verjetnost
P po 7 in poiscemo niclo (ekstrem od P):

dP FEom 128
P (e hoﬂ' 513 V2rg)?(2re™ T — 2rwe™ ) =0 (14)
Verjetnost doseze maksimum v tocki:
1 h
(15)

Tmax = —
w E2 E1



