Fakulteta za matematiko in fiziko Jugoslav Njenjic
Kvantna mehanika 1 Ljbljana, april 2006

Vaje iz Kvantne mehanike 1
Bozona v jami (22.3.2006)

Problem: V konCni potencialni jami imamo dva bozona, ki sta med seboj
Sibko sklopljena s potencialom V(xi, X2) = Wy d (x; — X2). Kadar je v jami en sam
bozon, se lahko nahaja v enem od dveh vezanih stanj, ki ju predsstavimo kar z
osnovnima lastnima stanjema neskonCne potencialne jame. Koliko stanj
priCakujemo za dva bozona v jami (upoS§tevaj simetrijo valovne funkcije na
zamenjavo delcev)? KolikSne so energije teh stanj in kako so odvisne od
sklopitve W,?

ReSitev problema:
Vemo:

2 .
¥ = ‘/—-sin(M-x)
a a

2 2
h™-n

Hamiltonian zapiSemo kot vsoto hamiltonianov prvega in drugega bozona
ter potenciala,

H=H + HL+V
valovne funkcije sistema dveh bozonov pa kot:

a) @ = Pi(x1) - Pi(x2)
b) @2 = Wa(x1) © Pa(x2)
c) @3= 2" (Wi(x1) Wax2) + Pa(x1) -+ Pi(X2)).

(primer a —oba delca sta v prvem stanju; primer b —oba delca sta v
drugem stanju; primer ¢ —kombinacija obeh stanj)

IzraCun hamiltonianov:

Hij:<(pi|H|(pj>

H11:<(p1|H|(p1>:<LI)]LI)]IH]ILI)]LI)1>+<LP1LI)1IH2|Ll)lq)1>+<q)1
LI)]IVILI)]LI)1>

Op.: Pri takSnem zapisu upoStevamo, da je prvi P, za prvi delec, drugi pa
za drugi.
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H, =E +E, +ffw1(x1)'w1(x2)'wo '5(X1 _xz)'wl(xl)'wl(xz)dxldxz =
=2E + W, [@,)) @) d, =
=2-E, +W0f(w1)4dx1 =

—2-E, +W0f(\/zsin(£-x))4dx -
a a

4 3

=2-E +—W -=-a
a8
3-W,

2-a

H,=2FE +

Op.: Pri reSevanju zgornjega raCuna smo upoStevali sledeCe:

- pri prehodu iz dvojnega v enojni integral nam O spremeni
integracijo po X, v X; (0z. obratno,

- valovna funkcija je realna

- Sirina jame je a (t.j. meja integrala je O in a)

Enako izraCunamo tudi Ha,.

3-W,
2-a

H,=2FE, +
L\
H, =(ﬁ) <y, \Hlyy, >+<yy, | Hlyy, >+<yy |Hlyy, >+

+<yy, [ Hlyy, >) =
=%-(E1+E2+E2+E1+I)

Op.: Drugi in tretji Clen nam razen prispevka potencialov ne dasta niCesar
zardi ortogonalnosti funkcij.

1 =ff(1/}11/}1V1/}11/}1 +Y WV, + VY g, w o VY )dxdx, =
=4-W, 'f(lpllpz)zdx =

_16 '2W° f(sin(ﬁ-x))2 -(sin(z'—”-x))zdx =
a a a
16-W, a
= a2 'Z=
4w,
- a
H,=E +E, + 2';%
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Op.: Resevanje integrala — glej op. pri izraCunu Hj,.
H12:< LI)]LI)]IH]I Ll)zll)2>+ < LI)]LI)]IHzl Ll)zll)2>+ < LI)]LI)]IVI Ll)zll)2>

Op.: Zaradi ortogonalnosti je prispevek obeh prvih Clenov enak niC.

H,, =ffw1(x1)7/j1(xz)'wo 00X = x,) Y, (%) Y, (x,)dx,dx, =
=W0f¢12 wzzdx

W,
le=—0
a

Op.: Vnadaljevanju vidimo, da imamo samo Se prispevke potencialov
(ortogonalnost).

H,, =%'(<UJ1¢1 WViyy, >+<yy, [Viyy, >) =

Z.WO 3
= \/E fwl wzdx:

8Wo prain e y3  (qing 27 -
\/E.azf(sm(; x))° - (sin( » x))dx =0

1
H,, =ﬁ.(<@U2@U2 Wiy, >+ <y, IVIgy, >) =

_2-W,
NGO
8Wo pein 27 v aine L -

=\/§.a2f(sm(7 X)) (sm(a x))dx =0

Zaradi simetrije delcev je udi matrika simetriCna.

f¢231,01dx =

Hi, = Hai; His = Hy; = Hsy =H3 = 0.

3-W, W,

2-E + — 0
2-a a
3.
He| Mo g3 0
a 2-a
2.
0 0 E +E,+ W
a

Ce izraCunamo lastne vrednosti matrike H, dobimo:

3-W, 114
A, =E +E,+ 0 i\/(El—E2)2+—g
a
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2-W,
a

A =E +E, +



