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1 Naloga
Poiséi lastne energije za operator Heisenbergove interakcije H = —JS; - Sa, kjer ima vsak od
spinov kvantno Stevilo velikosti vrtilne koli¢ine S; = S, = 3/2. Za nekatera lastna stanja

sistema izracunaj pricakovane vrednosti in nedolo¢enosti komponent vrtilne koli¢ine v z smeri
za posamezna spina.

2 Resitev

2.1 Lastne energije

Uvedemo skupni spin S = S; + So. Kvadrat velikosti je S = S% + S2 + 2S; - S,. Sedaj lahko
zapisemo operator Heisenbergove interakcije kot

J
H=—5(s*— 8- 83) (1

Lastna stanja za operator S2 so |SM), veljajo zveze

(M| < 5
|S1 =8 < § <S5+, (2)
S?|SM) = R*S(S+1)|SM), (3)

kjer je S kvanto stevilo velikosti skupne vrtilne kolicine, M pa kvanto stevilo operatorja S.,.
Stanja |SM) lahko izrazimo s lastnimi stanji operatorjev Sy in S,. Lastna stanja operatorja Sq
zapisemo kot |Symy), enako naredimo tudi za Sa. Ker je kvantno stevilo velikosti posameznih
spinov enako 3/2, izpustimo oznako Sy, ter stanje |Symq) okrajsamo v |m;). Uvedemo produktna
stanja |S1my)|Same) = |mima), ter po teh stanjih razvijemo stanja [SM). Koeficienti v razvoju
se imenujejo Clebsch-Gordanovi koeficienti, ter so tabelirani. Sedaj vidimo, da so stanja |SM)
lastna stanja operatorja H, saj velja:

SHSM) = S ) (mymo|SM)|myms)

ml,m2

= BS1(S1+1) Y (mimy|SM)|mymy)

mlm2

= K25,(S; + 1)|SM)

in podobno za S2.



Zdaj lahko zapisemo lastne energije

H|SM) = E|SM)
_IP

=~ (S(S+ 1) =SS+ 1) = 5a(S: + 1) |SM) (4)

Ce $e upostevamo, da je Sy = Sy = 3/2 dobimo konéno

Jh? 5
By = ———(5(5+1)=35) (5)
2 2
Vidimo, da je energija odvisna samo od kvantnega stevila velikosti skupne vrtilne koli¢ine, zato
energije indeksiramo po tem stevilu. Iz zveze (2) ugotovimo da S lahko zavzame vrednosti
S =0,1,2,3, zato dobimo za energije naslednje vrednosti:
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Koliksna je pa degeneracija za posamezno energijo? Za velikost spina S; = 3/2 obstajajo 4
razlicna lastna stanja |mq), zato je produktnih stanj 16, in ker smo s vpeljavo stanj |SM) uvedli
drugo bazo, je tudi teh stanj 16. Iz tabele Clebsch-Gordanovih koeficientov (razdelek 3/2 x 3/2)
razberemo, da je 7 stanj z S =3,52z S =2,32z .5 =1, ter eno stanje z S = 0.

2.2 Pricakovane vrednosti in nedoloc¢enosti za S;. in Sy,

Racunali bomo le za S1., saj je postopek tudi za S5, enak. Pricakovane vrednosti in nedolocenosti
racunamo obicajno:
(SM|S,,|SM)
6517 = (SM|S1.*|SM) — (SM|S1.|SM).
Za zgled vzemimo stanje |SM) = |3,0) Stanja bom oznaceval samo s potrebnimi kvantnimi

stevli. Stanja |[SM) ne bomo zamesali s stanji [mima, ker sta S in M vedno celi stevili, m; in
ms pa nikdar.
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Vemo, da je Si.|mimsa) = hmy|mims), ter da je (ij|kl) = 05, kjer pomenijo 4,k kvantno
Stevilo my, ter 7,1 kvantno stevilo my. Vidimo da ne rabimo prepisovati vse ¢lene v skalarnem
produktu, ker mesani ¢leni odpadejo. Ostane
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Za nedolocenost rabimo se (3,0[52(3,0). Ce pogledamo prejsnji racun, ter zamenjamo S, s
S?_ vidimo, da spet ostanejo enaki ¢leni, koeficienti so spet isti, samo ko §e enkrat delujemo z
operatorjem komponente spina dobimo naslednji rezultat:
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To pa je enako tudi kvadratu nedolo¢enosti komponenete spina v z smeri. Po tem zgledu izracu-
namo Se vse ostale pricakovane vrednosti in nedolo¢enosti.
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