Vaje iz Kvantne mehanike I

Vzbujena stanja vodikovega atoma z J = 1/2

Gregor Filipič
10.5.2006

Poišči prva vzbujena stanja vodikovega atoma s kvantnim številom skupne vrtilne količine elektrona J = 1/2. Kolikšna je pričakovana vrednost razdalje elektrona od jedra za vsako od teh stanj? Če je kvantno število komponente vrtilne količine      Jz = +1/2, kolikšna je za vsako od stanj verjetnost, da se elektron nahaja v stanju   Sz = +1/2?

Vodikov atom opišemo z valovno funkcijo, ki jo razstavimo na tri dele:

RnlYmlms 
kjer je R radialni del, Y kotni del in c spinski del funkcije. Ustrezna kvantna števila so:

glavno kvantno število  n,  število velikosti tirne vrtilne količine  l, število komponente vrtilne količine   ml  ter število komponente spinske vrtilne količine  ms. Stanje vodikovega atoma lahko torej zapišemo kot:





|n,l,ml,ms>

Število n=1 opiše osnovno stanje atoma, n>1 pa višja vzbujena stanja. »Izbirna« pravila za ostala kvantna števila so:  l ≤ n,  -l ≤ ml ≤ l,  ms = ± ½. Za sestavljeno vrtilno količino  J = L1 + L2 pa velja, da se kvantno število velikosti sestavljene vrtilne količine nahaja na intervalu: | l1 - l2 | ≤ j ≤ | l1 + l2| , za komponento velikosti vrtilne količine pa: mj = ml1 + ml2.
V našem primeru je l1 = l in  l2 = s  in pogoj, da je j = ½. Temu ustrezata le stanji z l = 0 ali l = 1.

Za obe vrednosti lahko poiščemo pričakovani vrednosti razdalje od jedra in sicer z integriranje radialne verjetnostne gostote
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Bohrov radij.

Da se izognemo zamudnemu integriranju, raje uporabimo formulo, ki jo izpeljemo iz rekurzijske relacije za pridružene Laguerroeve polinome (beri: pogledamo v Schwabla):
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Z njo prav hitro izračunamo pričakovano vrednost preostalega stanja:
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Za drugi del naloge imamo dodaten pogoj, mj = ½ . Poleg zgoraj omenjene baze se da vodikov atom zadovoljivo opisati tudi v bazi
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Reševanja se lotimo tako, da razvijemo naši stanji iz baze n,l,j,mj po bazi n,l,ml,ms ,saj iščemo verjetnost za stanje z ms = ½ ;

[image: image6.wmf]È

n

,

l

,

j

,

m

j

>

=

A

È

n

,

l

,

m

l1

,

m

s1

>

+

B

È

n

,

l

,

m

l2

,

m

s2

>


[image: image7.wmf]È

2

,

0

,

1

2

,

1

2

>

=

A

È

2

,

0

,

0

,

1

2

>


[image: image8.wmf]È

2

,

l

,

1

2

,

1

2

>

=

B

È

2

,

1

,

0

,

1

2

>

+

C

Ä

Ä

Ä

Ä

Ä

Ä

Ä

2

,

1

,

1

,

-

1

2

>


Koeficienti A,B in C so imenovani Clebsch-Gordanovi koeficienti in jih preberemo iz tabel:
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Levo zgoraj preberemo da sklapljamo tirno vrtilno količino in spin. V zgornjem kvadratku najdemo stolpec, ki ustreza stanju ki ga razvijamo, v levem pa vrstico s stanjem po katerem razvijamo. Kjer se vrstica in stolpec v srednjem kvadratku križata, je iskani koeficient (potrebno ga je še koreniti). 

Ugotovimo, da je verjetnost za ms = ½  v primeru l = 0 enaka 1, v primeru l = 1 pa 1/3, saj sta koeficienta enaka: 
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