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1 Naloga

Delec se giblje v potencialu

V = ax2 + 2bxy + ay2.

Obravnavaj lastne funkcije in lastne energije sistema. Kaj se zgodi £e je
b=a?

2 Uvod

I²£emo funkcije Ψ(x, y), ki re²ijo Schrödingerjevo ena£bo

HΨ(x, y) = EΨ(x, y).

Kjer je seveda

H =
p2

2m
+ V, p2 = −h̄2∇2.

Re²itve za 1D harmoni£ni potencial poznamo, zato poi²£emo nove koordinate
v katerih se H zapi²e kot

H = H1(x′) + H2(y′).

Tako bomo lahko poiskali re²itve za Ψ z nastavkom:

Ψ = X(x′)Y (y′).

3 Re²itev

3.1 Vpeljava novih koordinat

Potencial lahko zapi²emo v matri£ni obliki

V =
(

x
y

)T (
a b
b a

)(
x
y

)
= ~xT A~x.
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Poiskati ºelimo koordinate, v katerih se potencial zapi²e kot

V = k1x
′2 + k2y

′2 =
(

x′

y′

)T (
k1 0
0 k2

)(
x′

y′

)
= ~yT D~y.

Matriko A moramo torej diagonalizirati, temu pa ustreza rotacija, saj je
matrika A simetri£na.

V = ~xT A~x = ~xT ST DS~x = ~yT D~y,

D diagonalna matrika, S pa ustrezna rotacijska matrika. Matrika D ima
za diagonalne elemente kar lastne vrednosti matrike A, S pa ima v stolpcih
ustrezne lastne vektorje. Poiskati moramo lastne vrednosti (λ) in njihove
lastne vektorje (u).

det(A− λI) = det
(

a− λ b
b a− λ

)
= (a− λ)2 − b2 = 0.

Lastni vrednosti sta:

λ1 = a + b

λ2 = a− b.

Za lastna vektorja velja (
a− λ b

b a− λ

)
u = 0.

Hitro vidimo, da sta lastna vektorja:

u1 =
1√
2

(
1
1

)
,

u2 =
1√
2

(
1
−1

)
.

Kon£no lahko zapi²emo

D =
(

a + b 0
0 a− b

)
,

S =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
.

Tako dobimo za potencial:

V =

(
x+y√

2
x−y√

2

)T (
a + b 0

0 a− b

)(x+y√
2

x−y√
2

)
=

1
2

(
(a + b) (x + y)2 + (a− b) (x− y)2

)
.
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Zapi²emo x + y = α in x − y = β. Novi koordinatni sistem je zasukan1

glede na prvotni koordinatni sistem, ∇2 se zato zapi²e identi£no v novih
koordinatah. Operator H se prepi²e v:

H = − h̄2

2m

(
∂2

∂α2
+

∂2

∂β2

)
+ (a + b) α2 + (a− b) β2. (1)

3.2 Separacija spremenljivk

Poskusimo z nastavkom Ψ = F (α)G(β):

HΨ = − h̄2

2m
∇2FG +

(
(a + b) α2 + (a− b) β2

)
FG = EFG = EΨ.

Delimo zgornjo ena£bo z F (α)G(β) in izpi²emo ∇2:

− h̄2

2m

(
1
F

∂2F

∂α2
+

1
G

∂2G

∂β2

)
+ (a + b) α2 + (a− b) β2 = E. (2)

E je konstanta. Da bo ena£ba (2) zado²£ala vsaki vrednosti α in β mora
veljati:

− h̄2

2m

(
1
F

∂2F

∂α2

)
+ (a + b) α2 = Eα (3)

− h̄2

2m

(
1
G

∂2G

∂β2

)
+ (a− b) β2 = Eβ, (4)

kjer sta Eα in Eβ konstanti in velja Eα + Eβ = E. Ena£bi (3 in 4) nam
predstavljata harmoski oscilator v 1D.

3.3 Lastne energije, lastna stanja

Opazimo, da morata biti konstanti a in b izbrani tako, da velja a + b ≥ 0 in
a− b ≥ 0. V tem primeru poznamo lastne energije:

Eα = h̄ωα(nα +
1
2
) ωα =

√
2(a + b)

m
,

Eβ = h̄ωβ(nβ +
1
2
) ωβ =

√
2(a− b)

m
.

Lastne funkcije so:

∣∣nα

〉
F

=
a†nα

α√
nα!

∣∣0〉
F
,

∣∣nβ

〉
G

=
a
†nβ

β√
nβ!

∣∣0〉
G
,

1Iz rotacijske matrike S lahko hitro razberemo, da kot zasuka zna²a 45◦
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kjer je
∣∣0〉

F
funkcija osnovnega stanja za harmonski oscilator (3) in

∣∣0〉
G

osnovno stanje za (4), a†α in a†β pa sta ustrezna kreacijska operatorja.

Lastne funkcije operatorja H (1) so torej:

∣∣nα, nβ

〉
=
∣∣nα

〉
F

∣∣nβ

〉
G

=
a†nα

α a
†nβ

β√
nα!nβ !

∣∣00
〉
.

Lastne energije operatorja H pa so seveda:

Eα,β = h̄ωα(nα +
1
2
) + h̄ωβ(nβ +

1
2
).

Poglejmo ²e, kak²ne so lastne energije in lastne funkcije v primeru b = a. Iz
ena£b (3 in 4) dobimo:

− h̄2

2m

(
1
F

∂2F

∂α2

)
+ (2a) α2 = Eα, (5)

− h̄2

2m

(
1
G

∂2G

∂β2

)
= Eβ. (6)

Ena£ba (5) nam zopet predstavlja harmonski oscilator, medtem ko je re²itev
ena£be (6) ravni val. V smeri α torej dobimo vezano stanje, v smeri koordi-

nate β pa je delec prost in ima poljubno energijo Eβ = h̄2k2

2m .
Lastne funkcije so tako:

∣∣nα, k
〉

=
∣∣nα

〉
F

∣∣k〉 =
a†nα

α√
nα!

∣∣0, k
〉
.

Lastne energije:

Eα,k = h̄ωα(nα +
1
2
) +

h̄2k2

2m
.
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