
Koherentna stanja I
• Razvij koherentno stanje harmonskega oscilatorja po lastnih stanjih.

• Izra£unaj £asovni razvoj koherentnega stanja.

• Izra£unaj produkt nedolo£enosti poloºaja in gibalne koli£ine delca v
koherentnem stanju harmonskega oscilatorja.

1 Koherentna stanja

Koherentna stanja so lastna stanja anihilacijskega operatorja a s predpisom:

a |ψ〉 = z |ψ〉 z ∈ C

Lastna vrednost z je v splo²nem kompleksna, saj operator a ni hermitski.
Lastno stanje, ki pripada lastni vrednosti z, ozna£imo z:

a |z〉 = z |z〉 (1)

Koherentno stanje razvijemo po lastnih stanjih:

|z〉 =
∑

n

cn |n〉 (2)

in to de�nicijo vstavimo v (1), pri tem upo²tevamo a |n〉 =
√
n |n− 1〉:

∞∑
n=1

cn
√
n |n− 1〉 =

∞∑
n=0

z cn |n〉

Zaradi ortogonalnosti lastnih stanj |n〉 se morajo ujemati £leni pred enakimi
lastnimi funkcijami:

cn+1

√
n+ 1 = z cn −→ cn+1 =

z√
n+ 1

cn

Poskusimo izraziti poljuben £len z za£etnim c0:

c1 =
z√
1
c0, c2 =

z2

√
1
√

2
c0, c3 =

z3

√
1
√

2
√

3
c0, . . .

cn =
zn

√
n!
c0 (3)
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Tako smo izrazili splo²en £len iz za£etnega c0, ki je zaenkrat ²e poljuben.
Fiksiramo ga z normalizacijo:

〈z|z〉 = 1

Splo²en £len iz (3) vstavimo v (2), tako da dobimo zvezi:

|z〉 =
∑

n

zn

√
n!
c0 |n〉 (4)

〈z| =
∑

n

z∗n√
n!
c0
∗ |n〉

Ti dve zvezi vstavimo v normalizacijski pogoj:

〈z|z〉 =
∑
m

z∗m√
m!

c∗0 〈m|
∑

n

z∗n√
n!
c∗0 |n〉

Sedaj upo²tevamo ortonormiranost lastnih stanj (〈m|n〉 = δm,n) in normal-
izacijo:

1 =
∑

n

(z∗z)n

n!
c∗0c0

Spomnimo se, da velja z∗z = |z|2 in ex =
∑

xn

n!
, tako da poenostavimo izraz

v:
|c0|2 = e−|z|

2

c0 = e−
|z|2
2 (5)

�len (5) vstavimo v (4):

|z〉 =
∑

n

zn

√
n!
e−

|z|2
2 |n〉 (6)

Spomnimo se, kako s pomo£jo kreacijskega operatorja a+ tvorimo |n〉 iz |0〉:

|n〉 =
a+n

√
n!
|0〉

To vstavimo v (6) in dobimo:

|z〉 =
∑

n

zn

n!
e−

|z|2
2 a+n |0〉

|z〉 = ea+ z e−
|z|2
2 |0〉 (7)

Tako smo pri²li do razvoja koherentnega stanja, izraºenega z osnovnim stan-
jem.
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2 �asovni razvoj

Ena£ba (7) ni primerna za £asovni razvoj, saj se no£emo ubadati s £lenom
ea

+
z. Zato raje uporabimo ena£bo (6), saj vemo, kak²en je £asovni razvoj

lastnih stanj |n〉:

|z, t〉 =
∑

n

zn

√
n!
e−

|z|2
2 e−i(n+ 1

2
)ωt |n〉 = e−

iωt
2

∑
n

(z e−iωt)n

√
n!

e−
|z|2
2
a+n

√
n!
|0〉 =

= e−
iωt
2 ea+ z e−iωt

e−
|z|2
2 |0〉

|z, t〉 = e−
iωt
2

∣∣z e−iωt
〉

3 Nedolo£enost poloºaja in gibalne koli£ine

Nedolo£enost poljubne koli£ine A se izra£una kot:

δA =
√
< A2 > − < A >2 < A >= 〈ψ|A |ψ〉 (8)

Z < A > ozna£imo pri£akovano vrednost koli£ine < A >.

3.1 Nedolo£enost δx

Zra£unajmo pri£akovano vrednost koordinate x:

< x >= 〈z|x |z〉 =
x0√
2
〈z| a+ a+ |z〉

Upo²tevali smo, da se operator za x izraºa s kreacijskim in anihilacijskim
operatorjem kot x = x0√

2
(a + a+). Sedaj upo²tevamo ²e (1) in 〈z| a+ |z〉 =

〈a z|z〉 = z∗〈z|z〉 = z∗, in dobimo:

< x >=
x0√
2
(z + z∗)

< x >=
√

2x0Re(z) (9)
Preden si pogledamo < x2 >, izra£unajmo ²e:

〈z| a+n am |z〉 = 〈an z| am |z〉 = 〈zn z| zm |z〉 = z∗n zm〈z|z〉 = z∗n zm

Rezultat nam bo pri²el prav pri izra£unu me²anih ²£enov v x2:

x2 =
x2

0

2
(a2 + a+2 + a a+ + a+ a)
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Po prej²njem izra£unu znamo izra£unati a+ a. Zato moramo £len a a+ izraziti
z a+ a. Zvezo dobimo iz komutatorja, saj velja [a, a+] = a a+ − a+ a = 1 →
a a+ = 1 + a+ a.
Tako za < x2 > dobimo:

< x2 >=
x2

0

2
[z2 + z∗2 + 2z∗ z + 1] =

x2
0

2

[
(z∗ + z)2 + 1

]
< x2 >=

x2
0

2

[
(2Re(z))2 + 1

]
(10)

Ena£bi (10) in (9) vstavimo v (8) in dobimo:

δx =

√
x2

0

2
(4Re2(z) + 1)− 2x2

0Re
2(z)

δx =

√
2

2
x0 (11)

3.2 Nedolo£enost δp

Spomnimo se, kako se operator za p zapi²e z a in a+:

p = −i p0√
2
(a− a+)

p2 = −p
2
0

2
(a2 + a+2 − a a+ + a+ a)

S pomo£jo gornjih ena£b izra£unamo < p > in < p2 >:

< p >= 〈z| p |z〉 = −i p0√
2
〈z| a− a+ |z〉 = −i p0√

2
(z − z∗) = −i p0√

2
2i Im(z)

< p >=
√

2 p0 Im(z) (12)
S podobnimi koraki kot < x2 > izra£unamo ²e < p2 >:

< p2 >= 〈z| p2 |z〉 = −p
2
0

2
(z2 + z∗2 − 2z∗ z − 1) = −p

2
0

2

(
(z − z∗)2 − 1

)
< p2 >= −p

2
0

2

(
(2i Im(z))2 − 1

)
(13)

Ena£bi (13) in (12) vstavimo v (8), tako da dobimo:

δp =

√
−p

2
0

2
((2i Im(z))2 − 1)− 2p2

0 Im(z)

δp =
p0√
2

(14)
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3.3 Produkt δx δp

Zmnoºimo ena£bi (11) in (14):

δx δp =
x0√
2

p0√
2

Spomnimo se zveze p0 = ~
x0
, tako da se zgornja ena£ba prepi²e v:

δx δp =
~
2

5


