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1 Naloga
Za elektron v neskonéni potencialni jami velja naslednja valovna funkcija:

Pz, t) = % 1 () exp ( - %t) + % a(x) exp ( - %t)

2 (7r x) ( ihm? t) N 1 ( a:) ( ihm? t)
= —— cos exp| — ——= —— sin(7m—|exp | — ——=t).
V5a 2a P 8ma? V5a a P 2ma?
Poznamo Se ¢asovno odvisnost popre¢nega polozaja in gibalne koli¢ine:

(z) = 128a (M t),
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E == E =
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Preveriti moramo, da velja za izraza (1) in (2) Ehrenfestov teorem. Izra¢unali bomo silo, ki deluje na
elektron v jami in spet preverili veljavnost teorema.

2 ResSevanje

2.1 Izpeljava teorema

Zanima nas odvod po ¢asu pri¢akovane vrednosti operatorja A.
d d . d, . dip* d
G =g [vavi= [ L Aw>dx:/(¢’ Ap o By 4 %) a0

dt
/(WA«/JW A% d +/¢ 2y

Iz Schrédingerjeve enacbe pa poznamo ¢asovni odvod valovne funkcije:
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dy i i
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dt h

%<A>:/(%H*¢*A¢+¢*A<f%)H¢)dx+/w*%wdx:

T, (A . dA o . L dA
_/(ﬁw HA¢—ﬁ¢ AHw)dac+/¢ Ewdl‘— ﬁ/w (HA—AH)wdm+/¢ 7 Y dx
Vpeljemo komutator [A, B = AB — BA. To je operacija med dvema operatorjema, ki vrne nov operator.

Gornji izraz je torej enak:
dA>

d i
(A = = (H A+ (2

2.2 Nasa naloga

Poglejmo kaj je odvod povpreéne vrednosti lege.

d i dx i . .. ..
—(z) = 7 ([H,z]) + < pr > =3 ([H,x]) (z in t sta dve neodvisni koordinati).
~—
0
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Upostevali bomo Se naslednje zveze:
[z,p]=ih , [r,z]=0 , [f(x),2]=0 , [AB,C]=A[B,C]+ [A,C]B.
p? p? p p _ P p p
7,2) =[50 +Via] = [50] + @] = 5Tlpal + ool = 5o(im) + (i) = —in s
0
d, . i i ()
dt<x>_ﬁ<[H’x]>_ﬁ< th>_m
Torej lahko (p) izra¢unamo po zgornji formuli z uporabo izraza (1).
d{x)  128am By —Ey . (Ey—E; \
W) =g == g s (T ) =

128am 3m2h? . [Ey— E; 16h . /Ey— E;
= 4572 8maZh S ( t) Sm( t) v

h ~ " 15a

To pa je enako izrazu (2).
Sedaj pa izra¢unamo silo z uporabo Ehrenfestovega teorema.
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d ' 2
b > = ( [;—m +V,p]) (p ni eksplicitno odvisno od ¢asa).

dt 2m
——
0
= virluinl _vin?? 50V 0%, 0V _inV
[V.plY = Vzhaxw—i-zhax(\/w) Vha + fz 1/)+ ha zhaxw = [V,p]—zhaz
d ov ov . .
%<P> = ﬁ( V,p]) = 7 h< o > = < — %> = (F) pricakovana vrednost sile

Izra¢unamo silo za nag primer:

d 16h Ey — Fy Ey — F4 16K 3m2h2 Ey — F4
F = — = = —_ - .
e T ( ) ) 15a 8ma2h < ( h t)
212k Fy — F4
F)=— S t
(F) 5ma3 ( h > (3)

Izpeljali bomo silo za nesko¢no potencialno jamo 8e z uporabo integrala in preverili veljavnost izraza (3)

B =(-5) = [v(- G )vde

Tu pa ne znamo racunati naprej ker ima potencial obliko neskoné¢ne gkatle... Ra¢unamo za koné¢no in

nato limitiramo visino skoka v neskoné¢énost.

3] ]
=<

L J

Slika 1: Koné¢na potencialna jama Slika 2: Odvod potenciala
V(z) = W[O(—a —z) + O(z — a)] oV (z)/0x = Vo[—0(z + a) + d(z — a)]
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(F)y = lim /w*VO[é(x +a)—(x—a)ldr = lim Vo(/w*cS(z + a)pdx — /1/)*5(33 - a)z/;da:) =

Vo—oo Vo—oo

= Jim Vo (47(—a)¥(—a) —¢7(a) Pla))  Tezave !

—00 —0

it

Treba bo izra¢unati Se popravek za valovno funkcijo delca v kon¢ni potencialni jami. Popravek bomo
iskali le do prvega reda.

Ker je potencial simetricen so lastne funkcije sode ali lihe. Videli smo, da osnovnemu stanju ustreza soda
funkcija, prvemu vzbujenemu stanju pa liha lastna funkcija. Najprej izra¢unamo popravek za osnovno
stanje.

Acoskz ;x € [—a,al
Yi(z) = ¢ Bexp(—q(z—a)) ;z>a
Bexp(g(z + a)) < —a

2mE . 2m(Vo — E)
eV s T

Zaradi zveznosti funkcije in odvoda v tocki a, mora veljati:

Tu sta:

Acoska =B

—Aksinka = —Bgq

Enacbi delimo ena z drugo in dobimo trascendentno enacbo:

ktanka = q (4)

Kakor smo Se prej storili, vpeljemo oznake 1 in ug ter dobimo:

2mE 2mVy w3
— =aky=a = tanp =4/ —= —1
12 Ho 0 72 K 1

uw=ak=a
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Slika 3: ReSevanje trascendentne enacbe tanpy = 4/~% — 1

m

Iz grafa je razvidno, da osnovnemu stanju ustreza vrednost p &~ 7/2. Rekli bomo p = ka = 7/2 + ¢ in
vstavili v enac¢bo (4).

tanp = tan ka = %

i s 4 ™ T 2 . -
g (5+2) _in(5) veon(s)-gum(s)

~
~

tanpu = = =
COSL cos (g —|—5) coS (g) — esin (g) — %cos (g) +... ~¢

Pri zadnjem koraku smo upostevali, da je potencial zelo velik in zato je € zelo blizu ni¢elni vrednosti.

Vpostevamo Se, da velja £ <V} in je zato:

[2m(Vy — E) [2mV; ™
pry =~ fr— k = —
q 52 52 0 = € 2ake

Upostevamo, da je A =1/+/a kot za neskonéno jamo. Popravek prvega reda za A bi namreé¢ prispeval v
vrednost funkcije popravek drugega reda. Vrednost funkcije v tocki a je:

1 ™ ™ 1 ™ 1 =
Yi(a) = ¢1(—a) cos ka ﬁCOS (2 Qako) \/Esm (2ako) Ja 2aks

Sedaj pa izratunamo popravek za prvo vzbujeno stanje.
A’ sin kx ;z € [—a,al

VYo(x) = ¢ B'exp(—q(x —a)) ;2>a
—B'exp(q(z +a)) ;z<-—a
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Robni pogoji:

A'sinka = B’
A'kcoska = —B'q

Enacbi delimo ena z drugo in dobimo trascendentno enacbo:

kcotka = —q (5)

Vpeljemo g in pg kot prej in dobimo:

10

2
Slika 4: ReSevanje trascendentne enatbe — cot yp = % -1

S pomodjo grafa nastavimo u = ka =7 + €.

. 2
cosp  cos(m+e) cosm—esinm — S cosm+ ...
cot = = = ~

. . A 2 .
Sy sin(m + €) sinm +ecosm — 5-sinw+ ...

m | =

1 aq aq
€ ak T+e
T™+e€ s s

aq - an akg

Spet upostevamo A’ = 1/4/a in dobimo za tocko a:

1 ™ 1 T 1 =«
= — — :A/*' — Q] ) = & ~
Yo (a) Yo (—a) sin ka 7 sin (71' ako) =7 sin (ak0> Tz ak
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Sedaj pa upostevamo Se ¢asovni razvoj.

Y(Fa,t) = % 1(+a) exp ( - ?t) + % 1o (ta) exp ( — Tt) =

Konéno dobimo za silo:

(F) = lim Vo(¥*(=a)p(—a) = ¢ (a)¢(a)) =

Vo—o0

. 2 —i(Ey — Ey) (B2 — Ey)
= im =2V e 31«2[(6@( n )+e p( h t)}
m2h2 Ey — F4 om2h? Ey— B
= Jim —2V—t—2cos t)=- ( t)
Vorbe T 08 3amy, S\ T g 5m h

To je isti rezultat, ki smo ga dobili z uporabo Ehrenfestovega teorema v enacbi (3).

Vv



