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Opazujemo elektron v neskonéni potencialni jami Sirine 2a (med —a in a), ki ga ob ¢asut =0
opisemo z valovno funkcijo

W(xt = 0) = Alcos(™) + Lsin(®y),
2a° 2 a
kjer je A normalizacijska konstanta.
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Slika 1: Zacetna valovna funkcija, ce Sirino jame 2a normiramo na 2.

e Zelimo izraCunat valovno funkcijo elektrona ob poznejsSih casih
e ter casovno odvisnost povprecnega polozaja in povprecne gibalne koliCine

TEORIJA, KI JE POTREBNA ZA RAZUMEVANJE NALOGE
Ce resujemo stacionarno Schrédingerjevo enacbo
HY¥n(x) = EqPa(x),
kjer je H hameltonov operator, ¥,(x) lastne funkcije operatorja in E,
hin’n®
" 2m(2a)’

lastne energije, potem lahko zapiSemo reSitev stacionarne enacbe, kot linearna kombinacija
lastnih funkcij:

Y(x,t=0)=>c, ¥, (),

kjer ¢, izraunamo po formuli



c, = J“P: (X)¥Y(x,t=0)dx .
V primeru neskon¢ne potencialne jame so meje integriranja od —a do a.

Za Casovni razvoj valovne funkcije moramo resiti ¢asovno odvisno Schrédingerjevo enacbo

Dy

Hitro se prepricamo, da je reSitev take diferencilane enacbe

Pricakovano ali povprecno vrednost polozaja izracunamo takole:

<X >= j‘P*X‘de ,

gibalne koli¢ine pa

<p>= j‘{f*fﬂfdx = f\}f*(—ih%)‘{fdx _

NORMALIZACIJA ZACETNE VALOVNE FUNKCIJE

Valovno funkcijo normaliziramo iz pogoja

T‘P*‘de:l.

I‘P*‘de =1=A" J‘(cosE+lsinE)2dx =A’ I cos” ™ 4 Lein? P 1 cos™ in ™ lix =
b 2a 2 a . 2a 4 a 2a a
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( e )=A%( ) 1

= A= ,/i

Sa
Integral zadnjega Clena je ni¢, ker je produkt lihe funkcije (sinus) in sode (cosinus) liha
funkecija, integral lihe funkcije v mejah med —a in a pa kot vemo je nic.

Razvoj zacetnega stanja po lastnih funkcijah:

Y(x,t=0)= ZCH‘PH(X) = A(cos?+—s'n—) 21[—cos—+1[—s1n—
- a
1 X 1

=Y =—cos—, ‘I’=—sm—, c——, =—.
" Va 2a e TS ﬁ



CASOVNI RAZVOJ VALOVNE FUNKCIJE

Kot sem Ze v uvodu nakazal, se Casovni razvoj valovne funkcije zapise:

Y(x,t) = ZC Y (x)- exp(— E, t) = ﬁcos(—) exp( : t)+ﬁsm(—) ex (— 2t) =

=% -exp(— 71 t)-( CoS(g) + ) sin(:) -exp(—iot))

Pri tem smo zapisali
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Slika 2: Valovna funkcija ob casu et = .

PRICAKOVANA VREDNOST POLOZAJA

<X >= J“P xWdx —j {%COS( )-ex p( t)+%sm( )- exp(—t)}

-{%COS( )- exp(——t)+Esm(—) ex (——t)}dx—

= j {— cos (—) + —sin (—) + —sm(—) cos(—){exp(— (E,-E,)+ exp(— (E,-E, ))ﬂdx
Sa Sa

Integrl kvadratnih ¢lenov pomnoZen z x vrne ni¢. Ce upoitevamo $e zvezo za kompleksna
Stevila

z+7 =2Re(2),
kjer je z konjugirano kompleksno 3tevilo, potem ostane od zgornjega integrala:

2Re(exp(L (B, —E,)))- 2 [ xsin™) cos(T)dx .
h Sa’ a 2a
Pretelovadtit moramo Se tale integral. Tukaj ne mislim pisati vsak korak eksplicitno, ker
menim, da bo uspel bralec mankajoce korake z lahkoto sam premagati. Najprej je potrebno
sinus zapisati s polovi¢nim kotom, ter dobimo:



J.Zx sin(E) cosz(z)dx. (1)
. 2a 2a

S substitucijo t = ;—X prevedemo integral (1) na novo obliko
a

2 A 2| 7 i
8% | tsin(t)cosz(t)dtzgiz jtsin(t)(l—sinz(t))dt=8i2 [tsin(tyde— [tsin’ ()t |. (2)
L L A B2

Integral (2) reS§imo z integriranjem per partes. Pri tem upostevamo, da je
. 1
J‘sm3 (t)dt = —cos(t) + gcos(t) .

2
a y oy y
——. Kon¢no lahko zapiSemo koncen

Z nekaj koraki dobimo za rezultat integrala (1)

rezultat.
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Slika 3: Pricakovana vrednost polozaja v odvisnosti od casa.

PRICAKOVANA VREDNOST GIBALNE KOLICINE

<p>= I ¥ (—ih —)‘I’dx = _lhj[f cos( )exp(— t)+ %sm(—) ex (— t)}

. [_ ésm( Z) (—— t) + %COS(—) eXp(—%t)}dX =

_ i j{ (E B sm(—)sm(—)exp(—(E ~E ))}
a

Integrala ostalih dveh delov je nic. Resevanja se lotimo postopoma.

S%Tnz a cos(—) cos(—)dx = SZTTE a cos(z—)[cos (— (—)}d 3)

—a —a



S substitucijo t = ;—X prevedemo integral (3) v obliko:
a

7 7
4 Icos(t)[cosz (t)—sin’ (t)]dt _4 J-cos(t)[l —2sin’ (t)]dt . 4)
5a Ly Sa =

Z malo telovadbe hitro pridemo do rezultata integrala (4), ki je % Podobne argumente
a

uporabimo tudi za reSevanje integrala

5;‘2 Isin(%)sin(%)dx. (5)

—a

Hitro se prepricamo, da je rezultat tega integrala enak kot integrala (4), torej %
a

Kon¢no lahko pois¢emo reSitev za priCakovano vrednost gibalne koli¢ine. Pri tem bom
uposteval znano zvezo
exp(—ix) —exp(ix) = -2isin(x).

8 it it L 8 Lt
<p>= _lhﬁ[exp(_%(}zz —El))—exp(%(Ez _El))} = lhEZISln(%(Ez —-E) =

16 . 't 164 .
=——sin(—(E, —E,)) = ———sin(wt
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Slika 4: Pricakovana vrednost gibalne kolicine v odvisnosti od casa.
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