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1 Naloga

Imamo stanje:
U(r) = A2 +y+2z)e ™"

kjer r = /2?2 + y2 + 22

Sedaj bi radi izracunali:
e pricakovano vrednost operatorja kvadrata velikosti vrtilne kolic¢ine
e pricakovano vrednost vseh projekcij vrtilne koli¢ine

e verjetnost, da bomo pri meritvi L, izmerili vrednost 0

2 Malo teorije

Nase stanje bomo razvili po lastnih stanjih vrtilne koli¢ine |lm), ki jim pravimo tudi sferni
harmoniki. Njihova lepa lastnost je ta, da so med seboj ortogonalni

(lm|l'm'> = 5”/6mm/

kar nam bo krepko olajsalo rac¢une, poleg tega pa so sferni harmoniki, véasih jim pravimo tudi
krogelne funkcije, tudi lastne funkcije kvadrata velikosti vrtilne koli¢ine. m je obhodno magnetno
kvantno Stevilo in je lastna vrednost za komponentno vrtilne koli¢ine, [ pa je obhodno kvantno
Stevilo in je v zvezi z lastnimi vrednostmi kvadrata vrtilne koli¢ine.

L*|lm) = hl(l + 1) [Im) (1)

L, [lm) = hm|lm) (2)

ZapiS8imo sedaj Se nekaj osnovnih sfernih harmonikov, ki jih bomo potrebovali v nagih izra¢unih:
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Yio = 4—0080
T
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Yi1 = — 8—sin96“"
T
/3
Yi_1 =4/—sinfe™*
8w

in se lotimo ra¢unanja.



3 Resevanje

Kot smo ze rekli, bomo naso prvotno funkcijo transformirali v krogelne koordinate ter jo izrazili
z sfernimi harmoniki.
x = rsinf cos ¢

y =rsinfsiny
z=rcosb

Torej
U = rA(2:sin 6 cos ¢ + sin @ sin ¢ + cos )e” "

Da bomo lahko izrazili tudi produkte kotnih funkcij, si pripravimo Se naslednje pomozne izracune:

/3
Yii+ Y11 =—-21/—sinfsinp
8w
/3 .
Y11 — Y11 =24/ —sinfcosp
8w

8 8 _
U =rA(/ - 3 (Y11 —Y) + \/ 3 (Y11 +Y11) + \/ YlO ar

Ko torej izpostavimo posamezne krogelne funkcije ter sestejemo koeficiente pred njimi, dobimo:

Dobimo:

& 7 3 V2 —ar
\I/ TA 3 <—2Y11 + 5Y1_1 + 2Y10> € (3)

Posluzimo se na tem mestu standardnega trika, ter naso funkcijo razstavimo na del z radialno
odvisnostjo ter del z kotno odvisnostjo

U(r) = Wy(r)¥a (9, @)

Cemu trik?? Da bomo normalizirali vsak del posebej (jasno), vendar pa nas v nasi nalogi radialni
del sploh ne zanima, tako, da normalizirajmo le kotno odvisni del (kar ni posebej zahtevno, glede
na to, da so sferni harmoniki med seboj ortogonalni ter seveda normirani)
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B -+>+2)=1
G+3173%)

Konéna funkcija v Diracovem zapisu torej izgleda takole:

w3 1
2['11) |1—1>+%|10> (4)

Izra¢unajmo sedaj pricakovano vrednost kvadrata velikosti vrtilne koli¢ine.

W) = [R) (=

(L%) = (| L?|)

Ker vemo, da radialni del ne vpliva na pricakovano vrednost kvadrata velikosti vrtilne kolic¢ine,
ter, da je kotni del naSe funkcije sestavljen iz samih sfernih harmonikov z [ = 1 ter seveda tudi,
da je kotni del normiran, lahko z pomocjo enacbe 1 takoj zapiSemo rezultat.

(L%) = 252

2



Lotimo se Se pricakovanih vrednosti projekcij vrtilne koli¢ine:
(Lz) = (R|R) (F| L. |F)

7 upostevanjem enacbe 2 dobimo:

Pricakovane vrednosti L, in L, pa bomo izracunali s pomocjo dveh pomoznih operatorjev in
sicer:
L+ = ng + ZLy (5)

L_=L,—L, (6)

ki na sferne harmonike delujeta takole:

Ly |tm) = h/I( + 1) —m(m = 1) [I,m £ 1)

Izra¢unajmo torej posamezen operator (pazi na spremembo predznaka pri adjungaciji):

3 1 1 1 2
(Ly) = (R\R><F!h1\/ngo + hﬁYn) = (izh + gzh) = gzh
1 1

V6 V3

Ce torej $e na hitrico premecemo enacbi 5 ter 6, dobimo:

1 1 2
(L_) = (F)| 1hYi0 + —=hYi_1) = (—gzh - §Zh) = —gzh

(L) = 5((L4) + (L)) =0
(L) = 5 (L) (L)) = 2h

Sedaj nas zanima le Se, ¢e izmerimo L, kolikSna je verjetnost, da dobimo vrednost 0. Izkaze
se, da je verjetnost za to enaka temu, da se nasa funkcija nahaja v stanju z m = 0. Za znanja
zeljne glave, ki jim vprasanje, zakaj je temu tako, ne bo dalo miru, pa naj namignem, da se
izpeljava nahaja v knjigi Franza Schwabla in sicer v poglavju 2.9.

Torej, odgovor na nase vprasanje lahko preprosto preberemo iz enacbe kotnega dela naSe
funkcije (4), saj je verjetnost, da bo sistem po meritvi v |10), kar kvadrat koeficienta in je enaka
1
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