1 NALOGA - harmonsk: osctlator

Izracunaj ¢asovno odvisnost pricakovane vrednosti koordinate in
gibalne koli¢ine, ¢e je delec ob ¢asu t =0 v stanju %(\ 0>+|1>)
harmonskega oscilatorja.

Nalogo resujemo na dva nacina:

e 7 dosedaj znanimi prijemi iz kvantne mehanike;

e 7 uporabo anihilacijskega in kreacijskega operatorja.

1.1 Resitev z direktnim racunanjem povprecij
1.1.1 Podatki za harmonié¢ni oscilator in nekatere zveze

Harmonski oscilator je sistem, katerega potencial zapisemo kot:

V(x) = $ka® = smwia?, kjer m pomeni maso oscilatorja, wy = \/>pa lastno
frekvenco oscilatorja Za izracun povprecij < x > in < p > pa moramo vedeti
Se, da se povpre¢na vrednost poljubnega operatorja A izra¢una kot:

<A>:<wm¢>:/w@mw@w. (1)
Za harmonski oscilator pa nadalje velja Se:
-
dole) = —A—e )
T
\/ix 1 —;—22
1/11(%) = — e “% (3)
To Ymad
1

Definirali smo zo = (/-=. ¢g(z) in ¢;(z) predstavljata valovni funkciji

nictega in prvega vzbujenega stanja harmonskega oscilatorja, F, pa energijo

n-tega vzbujenega stanja. Po uporabi enacbe 4 se takoj vidi, da je: Ey = “
3hw

in By = =%, OborozZeni s tem se lahko lotimo casovnega razvoja valovne

funkcije in izracuna povprecij.
1.1.2 Izracun <z > in <p >
Casovni razvoj valovne funkcije se glasi:

1 By
it > = 0> e 4 s i (5)
V2 V2
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Upostevamo enacbi 1 in 5 pa dobimo:

1 E, 1 By

=1

<z> = [—=<0] Fl+—<1| 7t x| L]0>e—i%t—l—L
V2 V2 V2 V2

| 1> e_i%t> =

1 2 3
= ; <0z |1> enPo-B0t 4 ; <1|a|0> e nEoBt =
= Re(<0|z|1> entFo-E)y,

V zgornjem racunu smo po vrsti upostevali:

e operator | x| pomeni kar mnozenje z x;

e |stanje >* = < stanje| (ko kompleksno konjugiramo ket se ta spremeni
v bra);

e po enacbah 2 in 3 produkti ¢lenov 1-3 in 2-4 zaradi lihosti funkcij
odpadejo (integracija tece po definicijskem podroéju x: od —oo do oo;

e matricni element < 1| 2 | 0 >=< 0] z | 1 >* in kon¢no a+a* = 2Re(a).

Ko izrac¢unamo matri¢ni element

<0lz|l> = / —me%dx: (7)

o Io

ﬂ'l'
2t dt =
~ 2 [Tt

L
dobimo: i
—
cps= 20 Re(e%t(Eo - El)) = 20 cosut. (8)

V2 V2

Za izracun < p > se sklicemo na Ehrenfestov teorem:

s d<zx> mwey . y
= m = — sin wt =
b dt V2
Po .
——sin wt.

V2

Uporabili smo enacbo 8, pri prehodu v drugo vrstico pa smo definirali:

_ h s — h
mw = gz i po = oo

4

(6)



1 NALOGA - HARMONSKI OSCILATOR 3

1.2 ReSitev s pomocjo kreacijskega in anihilacijskega
operatorja

1.2.1 Definicija kreacijskega in anihilacijskega operatorja in neka-
tere njune lastnosti

Zapisimo:
1 z P
a = —(&— (—+i— 9
5 (o po) (9)
1z
at = — (= —ily (10)
2 o DPo
e a - anihilacijski operator!;
e o' - kreacijski operator.
Velja Se:
e [a", a] = —1 oziroma komutator [a,a™] = 1;

e Hamiltonov operator za harmonski oscilator (H = % + %lmz) se izrazi
kot H = hw(a®a + 1);

anihilacijski operator stanja niza: a | n >=+/n |n—1>;

kreacijski operator stanja visa: a* |n >=+v/n+1 |n+1 >;

e povezava med stanjem | 0 > in stanjem | n > se glasi:

()"
Vol

To vidimo takole: iz a* |0 >=1|1>ina® | 1 >= /2|2 > sledi:
at|1> atat|0> (at

|2>="F =7 = |n>:%|0>.

| n >= |0 >.

1.2.2 Izracun <z > in <p >

Racun za < x > tece do tretje vrstice kompleta enachb 6 povsem enako.
Poenostavi se izracun matricnega elementa, torej enache 7. Za izracun pa

'na vajah oznadili z a~
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moramo izraziti Se operatorja x in p z operatorjema a® in a. Prvi¢ enacbi 9
in 10 sestejemo, drugi¢ odstejemo, pa dobimo:

(a+a't)xg
V2

a—at = \/5@2 = p:7(a+a+)po

Po V2i

Matriéni dipolni element se sedaj glasi:

x
atat = V25 = 1=
Zo

<0|z|1> <0 ! (at+a")|1>
X = — Tpola a =
Vo
1
= —x5(<0lall>+<0]a"|1>)=

V2

1 1
= ——ap(<0]0>+<0[V2]2>=—"= 1.
\/§ 0( | | | \/§ 0

=1 =0

Natanko to pa smo zeleli tudi videti. V zgornjem rac¢unu smo upostevali
Se, da so stanja ortonormirana, torej: < ¢ | j >= 0, ;. Rezultat se ujema z
rezultatom enacbe 7, torej bi se tudi rezultat za povprecni x na koncu ujemal
z enacbo 8. Podobno bi lahko naredili tudi za izracun < p >.



