Koncna potencialnajama 1

Naloga:

v . _
Imamo potencial v =le # [4° a a a X
10 7z |x<a

1. Pokazi, da v primeru sodega potencida V (x)=V(-x) lahko ngjdemo take lastne funkcije
ki img o dobro doloceno parnost; so sode di lihe.

2. Poisci transcendentno enachbo |, ki doloca lastne energije koncne potencialne jame s
Srino 2ain visno V,. Pokazi, dazavsak V, in aobstga vsg eno vezano stanje.

ReSitev prvega problema:
Najpre zapiSemo Schroedingerjevo enacbo

Y
h—=HY 1.1
e (11)

H v naSem primeru zapiSemo kot
p2
H=T +V =2 +v(x) (1.2)
2m

|Scemo lastne vrednosti operatorja H
HY =EY (1.3)
kar lahko zapiSemo tudi kot
H(X)Y (x) =EY (x) (1.4)

Sedg] pokazimo, da so lastne funkcije lahko samo sode ai samo lihe.



V enacbo (4) vstavimo -x in poglgmo kg se zgodi.
HEXY (-X)=EY(-X) (1.5

Ker je H(x) sodaje H(X)= H(-x)
Locimo dva primera:

1.0Opazujemo eno samo funkcijo Y z energijo E, sepravi daimamo nedegeneriranost
energije. Torg lahko zapisemo

Y (- X) =aY (X) al A (1.6)
Dolocimo a tako, da opazujemo vrednost Y pri x=0.
Y (0) =aY (0) (L.7)

Enacba (7) bo izpolnjenale, ce bo a =1, kar pomeni, daje Y soda, ali pacebo Y (0)=0.

Poglggmo s Se vrednost odvoda enacbe (6) v tocki x=0.

(X -2 MY (%) (1.8)
ﬂX x=0 ﬂX x=0 .
kar je enako
V(¥ —a Y (x) (1.9)
ﬂX x=0 ﬂX x=0 .

Sledi, daje a =- 1 ,kar pomeni, daje Y liha, di padaje “Yﬂ—(o)=o, iz cesar dedi, daje
X

Y identicno enaka nic.

2.Imamo degeneriranost energije, kar pomeni, daeksistirata vsg dve linearno neodvisni
restvi, Y (x) in Y (- X) ,z isto energijo. Torg lahko konstruiramo funkcijo Y ., ki bo njuna
linearna kombinacija. Pokazimo, dajetudi Y ,lahko samo lihaali pa samo soda

Y, =aY (X)+bY (- %) (1.10)

Ocitno je, daveja



H(X)Y 4(X) = EY4(X) (1.11)

Poglgmo s dva primera:
1.cea =b lahko zapiSemo
Y, =a(Y(X)+ Y(-X)) (1.12)

Vidimo, daje Y, soda

2.cea =-b lahko zapiSemo
Y,=a(Y(X)- Y (-X) (1.13)
Vidimo, daje Y, liha

Se pravi, da vedno lahko ngjdemo take funkcije ali kombinacije funkcij, ki so di lihe dli
sode.

ReSitev drugega problema:
| Scemo lastne vrednosti stacionarne Schroedingerjev enacbe

HY =EY (2.1)
Kozapvstavimo p=- ihﬂ1 , dobimo dledeco enacbo
X

Y
2m X3

+V(X)Y (X) =E Y (X) (2.2

Privzamemo, daje V(x)=konst. In enacbo reSimo z nastavkom Y (x) = A¢'* +Be "

Dobimo

2m(V - E)
hZ

I+

(23)

-
—124(\V-E)=0 b | =
o (V- E)



Locimo dva primera:

1. E>V

Sed | =i [2E-V)
n
V peljemo Il:1/2m(§2- V)

: | 2n°
Vdja E=V+
2m

ReSitev enacbe (2.2) je

Y, (x) = Ad' +Be "

oziroma
Y, (x)=Csin(l ;x) + D cog(l ;x)
2. E<V
V peljemo |, = ‘/—Zm(:z' E)
Veja E=v- | i
2m

ReSitev enacbe (2.2) je
Y ,(X) = Ad# +Be '
oziroma

Y ,(x) =Gsh(l ,x) + Hch(l ,x)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)



To je bilo bolj splosno sedg pa s ogleggmo konkreten primer potencialne jame
In sicer s bomo ogledai primer, ko ima delec energijo manjSo od V,. Se pravi E<V,.
Zavaovno funkcijo Y v potenciani jami veljata nadednja dva pogoja

Y.(@)=Y,(a) (28)

_ Ty,
ﬂ (29)

v,
ix

Naprg s ogledamo sode resitve

Zato pri Y, vzamemo samo kosinus. Pri Y , pavzamemo samo clen z negativnim
eksponentom, sg zahtevamo davelja limY (x) =0.
Upostevajoc enachi (2.8) in (2.9) dedi

D cos(l ,a) =Be'# (2.10)

-1,Dsin(l @)=-1,Be ' (2.11)

Dobili smo sistem dveh enach, ki ima reSitev le takrat, ko je determinanta sistema enaka
nic. Sledi

cos(l @)l ,&'#-1,sn(l,ae'*=0 (212

Se pravi
tg(l ) = :—2 (2.13)

1

Vpeljimo sadg nove spremenljivke, insicer u=al, inu,=al ,, pri cemer je
V,2m
—.

2 | 2 2
IO _ll +|2 -

Enacbo (2.13) lahko sedg zapiSemo v brezdimenzijski obliki

tg(u):‘/g%g -1 (2.14)



Resitve enacbe (2.14) poiscemo graficno tako, da nariSemo funkciji na obeh straneh
enacbe in gledamo njuna presecisca.

.2
Graf funkcij tg(u) in %9 -1. u, sem postavil na5.
9

-10 L

Na grafu se lepo vidi, daje Stevilo vezanih stanj odvisno od vrednosti u,, se pravi od
potenciala v, in razdaje a. V vsakem primeru paimamo vsg eno sodo vezano stanje.

Poglggmo s sedg) SelihereSitve. Od Y, vzamemo samo sinus. Pri Y, pa vzamemo samo
clen z negativnim eksponentom, sg zahtevamo davelja limY (x) =0. UpoStevgjoc enachi

(2.8) in (2.9) dedi
Csin(l , @) =Be'# (2.15)
-1 ,Ccog( ,a=-1,Be'? (2.16)

Spet smo dobili sistem dveh enach, ki ima reSitev le takrat, ko je determinanta Sistema
enakanic. Sledi

tg(l ,a) =- L (2.17)

I



Kar lahko zapiSemo tudi kot

2
- ctg(u) = %g -1 (2.18)

ReSitve enacbe (2.18) poiscemo graficno tako, da narisemo funkciji na obeh straneh
enacbe in gledamo njuna presecisca.

-7.5 L

-10 L

Nagrafu se lepo vidi, daje &evilo vezanih stanj tudi v tem primeru odvisno od vrednosti
u,, Se pravi od potenciala v, in razdalje a. Liha vezana stanja paimamo le takrat, ko je

p
UO3E'















