Kvantna 18.2.nb

Porocilovaje (18.2, Franc Schwabl, str. 349)

Imamo potencial :

h2
V(r) =-A — 6 (r-a)
2m

Definiramo funkcijiy; (r) zar<ainy; (r) zar > a;
Ker gre za sferic¢no simetriéni potencial
kratkega dosega bomo resitve iskali med Besslovimi (j;),
Neumannovimi (n;) sfericénimi funkcijami innjihovimi linearnimi
kombinacijami Hanklovimi funkcijami, (h; (r) = ji (r) +in; (r)) :

Nastavimo
Y1 (xr) = Aj; (x)

1 .
Yz (z) = > [ (ko) +e?%% hy (kr)]

Veljati morajo robni pogojiprir=a:

Y1 (a) =¢2 (a)
2V
1’ (a) -y’ (a) = M

n2

dlog (Y1 (x))

DefinirajmosSe : a;
dr

, ki jobomo potrebovali pri kasnejsi obravnavi.

(a) Pois¢imo sipalne faze 6; (k) :

Iz robnih pogojev
{wl' (a) = 2LEIR 4y (a) /-
Y1 (a) =¥2 (a)

" y ¥’ (a) | An? s .
UposStevamo Sea; = ——— inpaVy = - , pokrajsSamo ter dobimo :
Y1 (a) 2m
" (a
= -as 22 &)
Y2 (a)

1 :
Vstavimo ¥, (r) = E [hy* (kr) +e2% h; (kr)] in ra&unamo :

2 (" (kr) + €23 hy (kr)]

a + A= -
[hi* (kr) +e2i%1 h; (kr)]

Olajsamo sideloz j; = j; (kr) inpan; = n; (kr)

) dj: dn; ; dj. dn;
a1 +A) [J1 - ing + €230 (3; +in = i —— 4 e2ia (—+i )
(@1 +2) [31 L (31 1)]ra [ dr dr dr dr ]1_-:3

(e2i61 _ 1) % - (a1 +A) J1
— 5 = iTanh[i&1] = Tan[61] = [ -
(211 + 1) (o +A) M

" (a = 7 ds5 dn
Vstavimo Se a; = M =k J—l , 1 =kj;" in 1. kn;’ pa dobimo :

Y1 (a) J1 dr dr
23,2
Tan[6:] = | ) ]

Ajini-k (Jiny’-3J1"n1) T,

(b) Sipalni presek za s - waves :
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Ker imamo sfericéno simetriéni potencial kratkega dosega lahko uporabimo
teorijoparcialnihvalovanj (18.3 Partial Waves, str. 329; Schwabl)

Takoj sledi :
47 (21+1) .
o= —— Sin?[6;]

Vstavimo §; in dobimo :

47 (21+1
oy = Anx@l+1) Sin®[ArcTan| =
J

2

AJ1 ] ]

k2 11—k (Jiny’-J1"ny1) T,

Ker gre zas -valoveveljal =0, inpapodefinicijah

. Sin[p]
Jo (P) = ———
Ie]
Cos[p]
no (P) = -——
Ie)
Vstavimo in poenostavimo pa dobimo nas presek :
4 2A30%
0o = —— Sin? [ArcTan[ - .Jo — ]] =
k2 AJono -k (Jomno’ - Jo' no)
8 w2 sin?[ka]
Op =

k2 (2k2+22-22Cos[2ka] +2k A Sin[2ka])
(c) IScemo pogoj za maximum sipalnega preseka za s - valove :

Imamo, zal=0:

djo
dr

dng _
ey (ao + A) nNo rea

- (a0 + ) Jo

Tan[&o] = [

1
Do resonance bo prislo, kobo &g = (n + —2-) T

d]no
——(ao+l) n0=0
dr
Vstavimo vrednosti zang inag :
X kasSin[ka] +Cos[ka] kaCos?[ka] - Sin[k a] Cos[ka] ACos[k a]
+ +
(ka)? kasSin[ka] k

=0

Malce pokrajsSamo pa dobimo nas pogoj :

k
Sin[k a] Cos[k a] = oy

2k
Sin[2ka] = - —
A
(d) Ob pogojihg >> 7 in ka << g iS§¢emo maximume :

dn
Pogoj v bistvune pove veliko. ReSujemo primer (d]_l - (a1 + Q) nl) =0
r r=a

Ce ignoriramo pogoje in vstavimo kar splosno vrednost Neumannove funkcije, se zadeva
zelo zakomplicira. Zato sem se omejil na 3 moZnosti :

(d .1) Ce seomejimona s - valove, potem je naloga (in rezultat) identiéna
nalogi (c).

(d .2) Ceupostevamo, da jek amajhen (kar iz pogojani razvidno), potem lahko vstavimo :
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Na splosnozap -0 :

ol

1#3%5%...%(21+1)

j1 (o) =

1#3%5%...%(21-1)
p1+1

n; (p)

Vnasemprimerujep=kain:
21+1 l-a(a;+A

Tan[é;:] = # (ka)2i+t (@ )
[(21+1)11]2 l+l+a(ag+Q)

1
Pogoj za resonancopostanel+1l+a (a;+A) =0, &; (k) = (n + E) s

Ce v pogoj zopet vstavimo Se a; =

= 7

1
k — in j; ter j;’ zopet nadomestimo z izrazi zamajhenka » 0
J1

sledi :

1
l+1l+ka ” +aAxr=0inpa2l+l=-aA
a

Vidimo da pogoj za maximum tu sploh ni odvisen od k. V prid temu postopku govori dejstvo,

da vnaslednjinalogi (ki najbibilapodvrzena istimpogojem) izpeljemoBreit -
Wignerjeva formulo,

kar pa je mogoce le ob upostevanjuda je k amajhen.

(d .3) Tukaj spet zacnemo z resonanénimpogojeml +1 +a (a; +A) = 0, leda tokrat
v taizraz za a; vstavimo asimptotsko formulo za j; :

. 1 1rn
i1 (p) = —p—Sm[p——z—]

Nato dobimo :
i1’ 1rx 1
a1=kJ_—l- =kTan'1[ka——] - =
J1 2 a

Kar lahko vstavimo v resonanéni pogoj pa dobimo :

1 1n 1
1+1+a(kTan‘ [ka——]——+)L)=0
2 a

1rx aar+l
Tan'[ka- —] = -—
2 ka
Ta pogoj izgleda lepo in pristop ima svojo analogijovnalogi iz knjige, kjer smo
obravnavali globoko potencialno jamo ob majhni
energiji (ka-» 0) (Schwabl18.8, str. 338). Problem je,
da je tu teZje fizikalno opravicéiti uporabo asimptotske formule.

(e) Da imamo ostre in Siroke resonance najlazje pokazemo,
ce na primerus - valov gy, nariSemo
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A=1;
a=2.5;
8 A2 sin[a k]*
Plot| _ , {k, 0, 10}]
k2 (2k2+2%2-22Cos[2ak] +2kASin[2ak])
0.08
0.06
0.04
0.02

2 4 6 8 10

- Graphics =

A dolocavisino potenciala, vrednost a pa njegovo oddaljenost od izhodisca.
Vidimo, da je sipalni presek velik, dokler je energijamajhna (k - 0)

Ko energijo povec¢ujemo pride najprej do visokih -
ostrih resonanc kasne pa Se do Sirokih - nizjih;

Ce energijo dovolj povedamo sipalni presek pada proti 0.

Visoke in ostre resonance pa lahko opazimo Ze iz racuna,
tudi ¢e ne gre za s - valove, ¢e v formulo za Tan[§;] vstavimo vrednosti
Besslovih in Neumannovih funkcijza nizke vrednosti, kot vnalogi (d) :

2141 1- N
Tan[6:] = # (ka)21+ a (ap +A)

[(21+1)11]2 l+l+a (ap+2)

1
Pogoj za resonanco jezopetl +1+a (as +A) =0, 61 (k) = (n + 3) T,

47 (21+1)

sipalni presek v resonancipa : o; (k) = 2

Za druge vrednosti je 6; ~ (k a)2'*! kar nambo pri vigjih 1 prineslo ostre resonance.
(Presek oy =

47 (21+1) s . .
BT E— Sin“[6;] bo v okolici resonance hitro narasel in nato znova padel)
Za dokaz Breit - Wignerjeve formule je dovolj vzeti formulo okoli ostre resonance :

Tan[6:] = &_ (k a)21+l l1-a(a1+A)
[(21+1)11]? 1+1+a (a1 +)

in razvitiokoliE ~Egzpogojl+1l+a (a; (Eg) +A) =0

21+1 l-a(ap+A
Tan[6;] = ———— —_ (ka)2 (@ +2)

+ O ((ka)21+1)
[(21+1)11]2 l+1l+a (o1 (Er) +a1’ (Er) [E-Eg] +2Q)

l+1l+a (as (Eg) +A) =0
l-a(ap+A) =21+1
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1
Krajsamo, eljemoy = - in dobimo :
] vPetd ¥ [(21-1)!!] aa;’ (Er)
k a)2l+l
Tan[6:] = _ka) Ty +0 ((ka)21ll)
E - Ex

Ko to kvadriramo odpade ostanek @ in dobimo :

+ 2
(ka)21 17

Sin2[61]=[ — ) (1-8in?[6:1])
- &R

2 2

(ka)21+17] _((ka)21+1)’

Sin?[6;] (1 + (

E - Ex E - Ex
ka)2ltly)? 4n(21+1
Sin?[6,] = ((ka) ) 3 od prej pa Sevemoda je o; = (—2)— Sin?[6,] =
(E-Ea)2+ ((ka)2™y) k
4m(21+1) ((ka)?iy)® . o
oy = 3 > kar pa je ravno Breit - Wignerjeva formula.
k (E-Er)?+ ((ka)2¥*ly)

2i6;

(f) IS¢emo polee - 1 nanegativni realniE - osi:

3 [h” (kr) + e hy (kr)]
[h1* (kr) +e2i51 h; (kr)]

Zacnemo z a; + A = [ ] iz naloge (a)

UpoStevamoh; (r) = j; (r) +in; (r) inpah;* (r) = j1 (r) - in; (r) padobimo :

dji ;. dny 2ié dj1 ; dnmy
aaao | tE e e i)
j]_ -in; + e2id (Jl + inl)
r=a
. dj: dj: . . .
Zgoraj dodamo + 2 -2 —, spodajpa23j:1-273;:
dr dr
i
ax + A= - -
2]1 +h1 (32151—1)
r=a
2 (2 - 31 (@ + )
e2i51—1=[ dr 1 1dlh ]
hl (al +A) - dlr:l rea
. . . dh,
Pole bomo torej iskali prek pogoja: h; (a; +A) - pe =0

Vstavimoh; = j; +in;, a1 =k J—l- in izenac¢imo IminRedel :
J1
k(ji'+iny’) = (ap +A) (J1+inp)

ki, = (k JJ;I +2) 31
knl’ = (k JJ;I +.A) n;

Obe enac¢bi moratabiti izpolnjeni, ¢e naj imamo v tocki pol.

Prva namda :
(A31) 72 =0

Pole moramo torej iskati med ni¢lami Besslovih sferiénih funkcij. Problem se zopet pojavi
priizbiri izraza za te funkcije. SplosSni izraz nambo drugi pogoj prevec¢ zakompliciral :
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1

i 1 d Sin[p]
Jl(p)=(-p)l(—-———) —_—
p dp P

1 d \?! cos[p]
n (p) = - (-p)* [— —) —

p dp P
% . . L Sin[p] | Cos|[p] .
Ce se zopet omejimona s - valove in vstavimo j; (p) = ——— inn; (p) = -——— dobimo :

nn
Sin[ka] =0 = k= — jzprve ter:
a

Sin[2ka] =
22

7T

iz druge enacbe (po izpeljavi, ki je identicna iskanjumaximuma v nalogi (c))

Ce vstavimo prvi izraz v drugega dobimo kot pogoj za pole :
Aa = 0, karbi pomeniloda sopolimoznile, Ce jevisSinapotencialnebariere
nicéelna (A = 0) ali pa se nahajav izhodisc¢u (a = 0) . Tudi ¢e uporabimo
asimptotsko formulo za j; (kar zopet tezko opravic¢imo) dobimo isti rezultat.

Ce se omejimonamajhnek a -» 0 in vstavimo :

1

i (p) = ———2
I (21+1) 11
(21-1)!!
ny (p) = o
(ka)?
Pa takoj dobimo A W = 0, karnamda obpredpostavki, dax#0ina #0,
+ LI

da jepol mozZen le ¢e jek = 0 (torej ko je energijanicelna), kar zopet
ni prevec¢ uporabno.

Zakljuéimlahko le, dabibilopole izrazapotrebno iskati povsemsplosno,
kar pa je Ze prevec komplicirano za okvir te domace naloge.



