
 

 

Dokaz Heisenbergovega principa nedoločenosti 
 

Matja� Panjan 
 

14. april 2002 
 

1. Naloga: 
 

• Izpelji Heisenbergovo načelo nedoločenosti za produkt nedoločenosti poljubnih 
hermitskih operatorjev A in B 

• S pomočjo načela nedoločenosti za lego in gibalno količino oceni energijo osnovnega 
stanja harmonskega oscilatorja 

 
2. Re�evanje: 

 
2.1. Matematične osnove 
 
Preden bomo začeli z dokazovanjem se moramo spomniti nekaj osnov. 
 
Operator A je hermitski, če velja: �A A=  
Za antihermitski operator pa velja:  �B B= −  
 
Komutator, ki je definiran takole: [ ],A B AB BA= −  je antihermitski. 
Poka�imo: 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]� � � � � � � �, ,A B AB BA AB BA B A A B AB BA A B= − = − = − = − − = −  
Antikomutator: { },A B AB BA= +  pa je hermitski. 

{ } ( ) ( ) ( ) { }� � � � � � � �, ,A B AB BA AB BA B A A B AB BA A B= + = + = + = + =  
 
Vsak produkt dveh hermitskih operatorjev lahko razcepimo na hermitski in antihermitski del: 
 

{ } [ ]1 1, ,
2 2

AB A B A B= +  

Preverimo, da je to res: 

{ } [ ] ( ) ( )1 1 1 1, ,
2 2 2 2

A B A B AB BA AB BA AB+ = + + − =  

Doka�imo, da  so pričakovane vrednosti hermitskega operatorja realne: 
�| | | | |A A A A A Aψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ∗ ∗= = = = =  

Pričakovane vrednosti antihermitskega operatorja pa so imaginarne: 
�| | | | |B B B B B Bψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ∗ ∗= = = − = = −  

 
Doka�imo sedaj Heisenbergov princip nedoločenosti za dva poljubna operatorja: 
Pred tem se spomnimo �e neenakosti Schwarz-Cauchy-Bunjakovski, ki pravi (za dokaz glejte 
predavanja iz Analize II):  

[ ] 2
, | |ϕ ψ ϕ ϕ ψ ψ≤  

Za kvadrat nedoločenosti velja: 

( )222 2A A A A Aδ = − = −  



 

 

2.2. Dokaz načela nedoločenosti dveh hermitskih operatorjev 
 

Sedaj pa končno doka�imo slavno načelo kvantne mehanike: 
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V tretjem koraku sem uporabil neenakost Schwarz-Cauchy-Bunjakovski. Pri delu, ki pa je 
označen z realnim in imaginarnim smo upo�tevali zvezo za absolutno vrednost kompleksnega 
�tevila: 

2 2 2a ib a b+ = +  
 
V zadnjem koraku pa smo uporabili enakost: 
 

( )( ) ( )( )
( )

[ ],

A A B B B B A A

AB A B A B A B BA B A B A B A

AB BA A B

− − − − − =

= − − + − − − + =

= − =

 

 
Torej smo dokazali:   

[ ]1 ,
2

A B A Bδ δ ≥  

 
2.3. Ocena energije osnovnega stanja harmonskega oscilatorja 
 
S pomočjo načela nedoločenosti ocenimo energijo osnovnega stanja harmonskega oscilatorja! 
 

Hamiltonjan za harmonski oscilator je: 
2 2

2 2
p kxH
m

= +  

Njegova povprečna vrednost pa:  
2 2

2 2

p k x
E H

m
= = +  
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Potencial harmonskega oscilatorja je simetričen zato je 2 0x =  in velja 2 2x xδ=  (v 
splo�nem to ni res!) 

22 2 2p p p pδ δ= + ≥  
Ker za gibalno količino in koordinato delca velja princip nedoločenosti lahko zapi�emo: 
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Tako lako Hamiltonijanan zapi�em kot:  
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I�čemo minimum energije, zato odvajamo: 
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Če to sedaj vstavimo v pričakovano vrednost energije dobimo: 

2
H ω≥ %  

kar pa je natanko energija osnovnega stanja harmoničnega oscilatorja! 


