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Vezana stanja v 1D






Vezana stanja v 1D

Neskonc¢na potencialna jama

Rok Bohinc
26. februar 2008



Vezana stanja v 1D

e Pokazi, da imajo lastne funkcije dobro doloceno parnost - so ali sode ali
lihe, ce je potencial sod V (—x) =V (x) in so lastna stanja nedegenerirana

Napisimo Schrodingerjevo enacbo:

Ce namesto argumenta x piSemo argument -x in upoStevamo, da je potencial
V(x) soda funkcija, dobimo sledeco enac¢bo:

(553 + V(@)(—2) = Bo(~2)

Ocitno imata funkeiji ¢(x) in ¢)(—=z) enako energijo. Torej sta ti dve funkciji
enaki do faktorja z absolutno vrednostjo ena natan¢no. To pa sledi iz tega, da
¢e hoCemo izraCunati vrjetnost, da se delec nahaja na nekem obmocju, moremo
vzeti absolutni kvadrat funkcije = P = [ |¢(z)[?dx.

Ce sedaj predpostavimo, da stanja niso degenerirana lahko napisemo
() = ayp(—z) oziroma ¢(—x) = ap(z). Vstavimo (x) iz prve enacbe v drugo
dobimo:

Y(—z) = a’(—x)
a==1

Naredimo sklep, da ¢e imamo potencial, ki je sod, je lastna funkcija ali soda ali
liha.
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e Poisci lastne energije in lastne funkcije delca v neskonéni potencialni jami
z dolZino a.

Poistimo lastne energije E in lastne funkcije 1(x) neskon¢ne potencialne
jame s pomodjo stacionarne Schrodingerjeve:

V naSem primeru ima potencial sledeco obliko

_ [ Ol < g
Viz) = { 00; sicer

Torej, Ce reSujemo stacionarno Schrodingerjevo enacbo obmoéju |z| < § dobimo

preprosto diferencialno enacbo oblike:f% 66—;2\11(90, t) = EVU(x,t), katere resitve

S0
2mE
P1(z) = Asinkz + Beoskx ; k=4 7:2
2

Sedaj pa upostevamo, da more biti ¥(z) = 0 na obmocju [z| > §. To
ugotovitev pride iz razmisleka, da delec ne more imeti neskoné¢ne energije E. Zato
moremo nujno postaviti valovno funkcijo na ni¢, kjer je potenciala neskonc¢na.
Edino tako lahko zadugimo ¢len V1) v stacionarni Schrodingerjevi enatbi. Tako
lahko zapigemo:

a
Yola) = 0iJel 2 3
+ more biti zvezna zato je 1 (£5) =0

Z upostevanjem robnih pogojev dobimo k, = Zn, pri ¢emer more biti n liho
stevilo za 1, () = Acos(k,x) in sodo §tevilo za ¥, (z) = Bsin(k,z). Konstanti
A in B dobimo iz pogoja, da more biti valovna funkcija normirana:

'3

2
2 L 2
AQ/“OSQL":E:AQE:HA:[:B
a 2 a

wle
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Delec v neskoncéni potencialni jami z dolZino a ob casu t = 0 opiSemo z
valovno funkcijo

1 2
Y(x)=C ((zosE + —sin ﬂ) .
a 2 a

e [zraccunaj casovni razvoj valovne funkcije.

o Kako se s casom spreminja verjetnost, da se delec nahaja v desni polovici
potencialne jame?

o [zracunaj casovno odvisnost pricakovane vrednosti poloZaja in gibalne kolicine
delca.

e Kako sta ti dve koli¢ini povezani?

Razvijmo najprej funkcijo ¥(z) po lastnih funkcijah +,(z). Hitro lahko
opazimo, da je naSa funkcija linearna kombinacija prvih dveh lastnih funcij

P1(x) in ().
vl = (500 + 330t

Konstanto C dolo¢imo s tem, da more biti ¢(x) normirana.
2 a o, @ a o _ 29 2 20 29, — 2% 2% _
c /(21/)1+4w1¢2+8w2)d1: C 2/¢1dx+c S/dez CPoHCE =1

Tu smo upostevali ortonormiranost lastnih funkcij: integral meSanega ¢lena je

ni¢, integral kvadratov pa ena.
/8
C=\—
5a

Ce hocemo vedeti kako se funkcija razvija s ¢asom potem moremo vsaki

lastni funkciji zraven "pripopat"exp %E"’

V(1) = \/% (wl(ff)eﬂﬁEl ty %wz(;p)eﬂfﬂt)
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e Kako se s casom spreminja verjetnost, da se delec nahaja v desni polovici
potencialne jame?

~ . _ h2k2 o h‘2ﬂ_2n2
\Y s.plosnern V.elJ.a E, = G = St
Za lazje raCunanje izrazimo Fs z E1—Fo = 4F,

Da izrac¢unamo kako se s ¢asom spreminja verjetnost, da se delec nahaja v

desni polovici potencialne jame, moremo integrirati vrjetnostno gostoto od 0 do
a/2.

a a
2 2

/\P*(x,t)\ll(a?, t)de = %/ (wl(x)ez%tt + %wz(:r)emgltt) (wl(x)eiiflt” + %’l/}g(I)e#t) dz =

0 0

[SA I

s

1 1 —i3Eqt 3Bt
/ (111% + Zw% + 51/111/)2 (6 e t)) dz =
0

L1 (BN 2 [ oo™ o 270 | —
5 2 3 CcOs 7 p COSa S p T =
0

Uporabimo pravilo sin2z = 2sinzcosz in uvedemo substitucijo u = cos 77,
du = =% sin ZXdz in dobimo

1
1+Ecos ﬁt g12du—1+ 16 cos 3—Elt
2" ba n T 15 h
0
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e [zracunaj éasovno odvisnost pricakovane vrednosti poloZaja in gibalne kolicine
delca.

Izrac¢unati moremo naslednja integrala:

(z) = /\I!*(x,t)i\Il(x, t)dx

(p) = /\P*(x,t)ﬁ‘l/(x,t)dx

. P e |
pri Cemer je & =z in p = —ilig;

Soda funkcija na simetri¢nem intervalu da neko kon¢no vrednost, liha pa 0. Pri
obeh integralih prezivita tako samo meSana ¢lenaC [ ¢1¢»zdz, kajti ¢ je soda,
1o je liha in x je pravtako liha funkcija, kar da celokupno sodo funcijo. ﬁ¢2 je
soda, 11 je soda, kar da spet sodo funkcijo. Ker je v Latexu zoprno pisat dalse
racune bom napisal samo rezultate

B 64a cos (%t)
e

32hsin (2£1¢)
)= —57—

e Kako sta ti dve koli¢ini povezani?
Rr? d(x) d(z)

<p>:2a2E1 a "

Velja torej klasi¢na zveza.
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Konéna potencialna jama
Mitja Blazincic

26. mar 2007

Za koné¢no potencialno jamo s §irino a in potencialom

0 —f<x <y
_ , 2 2
V(z) = { Vo sicer

1. Poisci transcendentni enacbi, ki dolocata lastne energije delca v lihih
in sodih lastnih stanjih in ju grafi¢no resi.

2. Poisci pogoj za obstoj prvega vzbujenega stanja.
3. Dolodi lastne energije v limiti V) — oo.

4. Poiici lastne energije in lastne funkcije v limiti a — 0 pri émer je Vpa
konstanten.

Ur(x)

|
NI
o

Figure 1: Skica potenciala (¢érno) in nivo energije E (rdece). Skicirana je
tudi valovna funkcija (modro).



14

Vezana stanja v 1D

1 Lastne resitve

Pois¢imo najprej vezana lastna stanja (E < ;). Nastavek za resitev Schrédingerjeve
enacCbe za ta problem je

i(x) = Acos(kix)
y(z) = Be™* (sode resitve) (1)
Ug(z) = BeM”,

za sode resitve, in

P1(x) = Asin(kx)
Uy(x) = Be ™™ (lihe resitve) (2)
Uy(x) = —BeM",

za lihe. Gornja zlepka (en. 1in 2) dobimo direktno z reevanjem Schrédingerjeve
enacbe. Za lastne resitve zapisemo pogoj
n* 9%y (x)

2m  Ox?

Ho(z) = +V(x)y(x) = Ed(x) - (3)

Na obmocju 1 uporabimo nastavek za resitev valovne funkcije ko je £ >V

Y(x) = Acos(kiz) + Bsin(kix) , ki = 277;1E , (4)

a

(saj £ > V(=5 < x < §) = 0), le robni pogoji se bodo spremenili. Za
obmogje 2 pa gornjo enacbo (3) razpisemo
h* 9%
————+ Vo= Ev.
2m 0z + Yoy v
To lahko prepisem v

9> om(Vy— B)
s e Bl

To diferencialno enacbo resi nastavek

2m(Vo — F)
T h ©)

Valovna funkcija je definirana kot tista resitev Schrédingerjeve enacbe, ki
je v kvadratu normalizabilna, tj. [4¢*idaz =1 (z izjemo ravnega vala ki ga
normaliziramo s tokom), je zvezna in zvezno odvedljiva, torej iz L? prostora.

() = Be ™" + Cek2r | ks

2
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Yu(x)

(IS]
IS

Figure 2: Primer resitve Schrédingerjeve enacbe, ki ni valovna funkcija.

Robna pogoja sta torej zveznost in zvezna odvedljivost. Tema pogojema,
sicer ustrezajo tudi resitve Schrodingerjeve enacbe oblike (skica na sliki 2)

P(x) = Cysin(kix)

’Lﬂg(lﬁ) = C’gek”

Py(x) = Caeh",
vendar ne ustrezajo pogoju normalizabilnosti in zato niso valovne funkcije.
Izbrati moramo tak zlepek, da zadostimo temu pogoju. Vemo, da bodo zaradi
sodosti potenciala lastne valovne funkcije ali sode ali lihe in ne superpozicija
sodih in lihih. Lastne valovne funkcije torej is¢emo med resitvami oblike (en.
2in 1).
Na meji a/2 lahko zapisem pogoj zveznosti

Acos(kyz)|s = Be”“”|% (6)

a
2
in zvezne odvedljivosti

— Ak sin(kix)|a = —Bkge_k”|% (7)

a
Da se znebimo koeficientov, enacbi zdelimo in dobimo zvezo

ky = oy tan(klg) (lihe) . 8)
Analogno iz nastacka za lihe resitve (en. 2) dobimo zvezo

ky = —ky cot(k’lg) (lihe) . 9)

3
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Iz enacb (4) in (5) lahko zapiSemo vsoto za ki + k3, jo pomnozimo z a? in
dobimo

2mV,

2.2 122 _ 2 0

kia® +kja” =a =

Sedaj proglasim kja = z in a? 2”;2% = 22 in enacba dobi obliko k3a* = 23 — 2.

V to vstavim ko (enachi 8 in 9) in dobim sistem trancendentnih enach za x

2 2
x xi—x
t —
an(2) B
2 2
x x5 —x
— cot = — 10

Te enacbe nadalje resujemo z racunalnikom, za Solske potrebe pa to resimo
graficno (slika 3). Stevilo resitev je odvisno od zg = zo(V, a).

— —— tan(=/2)

Figure 3: Grafi¢ne resitve transcendentnih ena¢b oznacene s ¢rnimi pikami.
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2 Pogoj za prvo vzbujeno stanje

Iz slike (3) lahko takoj vidimo, da druga resitev transcendentnih enacbh (t;j.
prvo vzbujeno stanje) obstaja ob pogoju da je o > 7 o0z.

h2n?

2m

a’Vy >

3 Lastne energije v limiti V[ — oo

V limiti V) — oo, je problem natanko neskonc¢na potencialna jama. V tej lim-
iti, gre tudi g — oo, torej gredo resitve transcendentnih enach za tan(z/2)
k z, = (2n + 1)7 in za cot(z/2) z, — 2nw. Torej so resitve za k;

(2n+ 1)m

k= ———, n=0,1,... (za sode resitve) (11)
a

2
ki = i) , n=12... (za lihe resitve) . (12)
a
Iz tega lahko izra¢unamo energije in ugotovimo, da so enake energijam za

neskonéno potencialno jamo.

4 Lastne energije v limiti ¢ funkcije

Sedaj si oglejmo 8e limito a — 0 pri ¢emer je Vpa konstantna. Fizikalna
intuicija nam da takoj vedeti, da je to pravzaprav § funkcija, saj je v limiti
potencial neskon¢no ozek, a s kon¢nim integralom.

V tej limiti gre oc¢itno tudi

a22mVj
72

Ty = —)0,

saj konstanto 2mVpa/h* mnozimo z a. Obstaja le osnovna resitev

tan(g) = 7% - (13)

x )
ki je x € (0,2) in gre zato tudi x — 0. Sedaj zapisem
T =1xTg—€.

Iz enacbe (13) vidimo, da je € << xy. Leva stran (tan(z/2)) je v tem rezimu
zelo majhna. Ker je x v imenovalcu na desni mahjen, mora biti izraz pod

5



18

Vezana stanja v 1D

korenom veliko manjsi, ali bolje re¢eno je 3 ~ z?, torej je € << zy. Lahko
bi rekli, da je = veliko blizje vrednosti zg kot 0.

V enacbi (13) lahko desno stran prepisemo v (izpeljava poteka iz leve proti
desni)

Vay —a? :\/(%>2_1: 7o
T T To— €

1
1—€/xo
linearne clene. Levo stran lahko prav tako razvijem tan(z) =~ z in dobim

enacbo
xo—€ |2
2 Vo

Na levi strani lahko € zanemarim in dobim resitev

Ker je € << x4 lahko razvijem ~ 1+ é, to kvadriram in obdrzim

3
r==To— — .

8

Z upostevanjem kja = x (noter vstavim izraz za ki in zgoraj dobljeni )
dobim za energijo

R? 23\ 2 K2 xh m
E=— -9 = 20 =y (11— —=a®V,) . (1
2ma? (xo 8 > 2ma? <x0 4 ) Vo ( 2h2a VO) (15)

Lastna energija je za majhen popravek pod nivojem potenciala. V limiti ¢,
izgine in ostaneta le eksponentno padajoci i, ¥3. V enacbo za ko (en. 5) Se
vstavim gornji priblizek (en. 15) za energijo in resitev v tem primeru je

maV;
V(@) = Ve = L
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Domaca naloga- kvantna mehanika 1

Jure Senegacnik

26. februar 2008

Imamo delec v § potencialu.

V(z) = =\i(z)

Izra¢unaj vezana stanja!

/_ié(.r)da: =1

Zaradi simetrije (sodosti) so lastne funkcije (resitve) spet bodisi sode bodisi
lihe. Ker iSemo vezana stanja, je energija manjsa od potenciala, torej E<0
SODE RESITVE:

Y = Ae """ + Be™®

Za x > 0 je B = 0, sicer funkcija ne bi bila normalizirana. ReSitev je bodisi

soda, bodisi liha.
2m(V — E) 2m(—FE)

Saj je V = 0 skoraj povsod.

3m(—E)

1 (z) = Ae™® = AeV T wZ ©

To je resitev Schrodingerjeve enacbe (spodaj) za Vo < 0, se pravi levo od ,delta
Spice®.

Desno od le te (z > 0) pa je resitev Schrédingerjeve enacbe:

1/12(17) = Ae—nm _ Ae_\/@m

Ker imamo § potencial je 1 zvezna, g—i pa ne.

ROBNI POGOJI:

¥1(0) = ¢2(0) (1
/_ Prpdr =1 (2)
040 =010 = 25 [~ vies =23 [ stwds = -2 p(0)

3)
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% = —Ane "% % = Ane™®
2mA
¥2(0) = ¥1(0) = —An — An = —24n = = ==0(0)
mA
=T
_ 7m)\2
2h2

Iz normalizacije sledi A = \/n

mA

U(x) = Ve "in =

Lihih regitev ni.

Ali delec krsi Heisenbergovo nacelo nedolo¢enosti?

AxAp > Z

Nedolocenost lege se izracuna:
Ax = /(%) — (@)?
Povprecna lega:
oo
(z) = / Y*rpdr =0

ker sem liho funkcijo integriral na sodem intervalu.
Povprecen kvadrat lege:

() :/ Pra2pdr = 2/ ne 2y 2dy =
—00 0

Pri funkciji sem izrabil njeno sodost. Zdaj e uvedem novo spremenljivko: u =
2nx, du = 2ndzx.

4n2 4n2  4An2 202

72/“’ wledu T(3) 20 1
0

Izra¢unati moram Se nedolo¢enost gibalne kolic¢ine. Za¢nem s povprecjem gibalne
kolic¢ine.

W= [ i —o,

ker integriram liho funkcijo po sodem intervalu. Nadaljujem z

oS} 2
W) = [ e
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Najprej izra¢unajmo odvod

% = —/nne"l sign(z)

kjer je sign(x) funkcija, ki je -1 za negativne x in 1 za pozitivne x, pri 0 pa je 0.
Izra¢unamo $e drugi odvod:

— = n%ne*"‘”lsign(‘r) - n%ef"l’”‘%(m)

Saj je sign(x)=2H(x)-1 in njen odvod torej 26(z). Zdaj to vstavimo v izraz za
< p? > in dobimo:

) = / (=h?)n2e=2ne _ Z(fhg)/ n2e’2"‘z|(5(w)d:c
0 —o0
Uvedemo novo spremenljivko u = 2nx -> du =2 n dx
= ﬁ2(/ e Udu — 2n2e") = n?h?
0

(p?) pa se da dobiti tudi po lazji poti. Vemo, da je

H=T+V
kjer je T kineticna energija 7" = 2"—;
2
2 p
= i)

Vemo, da je H seStevek kineti¢ne in potencialne energije, se pravi nekak$na
skupna energija delca. Delec ima lahko v takem potencialu le eno mozno en-
ergijo, ki smo jo prej oznadili z E. (Hy = Ev)

” 2 2 [e'¢]
_ITLA :@Jr/ _A(;(:E)ne—?n\ﬂdm

2K 2m oo
L V. N Vo
B o S VP A A A
2h2 2m 2m K2
@ _mA?
2m  2h2
242
2 m=A 242
) = o h
Zdaj pa to vstavimo v Heisenbergovo neenacbo in poglejmo, da ne dobimo ¢esa
premajhnega:
h nh h
—<AzAp=—=—
2 =0T VT Ve

Vidimo, da je produkt nedolo¢enosti za faktor v/2 veéji od minimalnega dovol-
jenega.
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Sipanje na koncni potencialni jami (KPJ)

Ajasja Ljubetic
29. marec 2007

1 Sodi potencial in degenerirana stanja

1.1 Naloga

Pokazi, da lahko tudi pri degeneriranih stanjih izberemo sode in lihe lastne
funkcije, ¢e je potencial V (—z) =V (z).

1.2 Resitev

Ce je potencial sodi sledi, da je tudi Hamiltonian H(z) = —%% + V(z)
sodi:
N R 9 h? 0 A
H(—2) = — V(=) )=———— 1+ V() )=H 1.1
(=2) 2m O(—x)? +V(=z) 2m 0(z)? + V(@) () (1.1)

Ce zapiSemo Schrodingerjevo enac¢bo z Hamiltonianom

H(x)y(x) = Ev(x)

in v enac¢bi zamenjamo v — —x

H(—z)y(—z) = Ep(-z)
ter uporabimo enacbo (1.1) dobimo

H(w)y(-) = By(-2)
iz Cesar sledi, da je tudi ¢ (—x) resitev Schrodingerjeve enacbe 7z enako ener-
glJO;/J(x) in ¢(—z) sta lahko linearno odvisni ali linearno neodvisni. Ce sta

linearno odvisni (torej, ¢e imamo nedegenerirano stayje) smo ze pri prvi vaji
pokazali da mora ) (z) biti bodisi liha, bodisi soda. Ce pa sta t(x) in ¢(—z)

1
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linearno neodvisni (torej, ¢e imamo degenerirano stanje) potem lahko iz niju
tvorimo novo bazo lihih in sodih funkcij:

¥s(x) = ¥(x) + ¢ (-2) (1.2)

vr(r) = ¢(x) = ¢(-x) (1.3)
Tako smo pokazali, da lahko tudi za degenerirana stanja vedno izberemo
sode in lihe lastne funkcije.

2 Prepustnost kon¢ne potencialne jame

2.1 Naloga

Izra¢unaj amplitudo za prepustnost kon¢ne potencialne jame z globino V4 in
s L
§irino a.

2.2 Resitev

Imamo potencialno jamo, se pravi potencial oblike

0 ¢ex<b -obmogjel
V(z)=<¢ —Vp &elz| <b -obmodje 2
0 ¢ex>b -obmodje3

Sipanje je zanimivo predvsem za valovne pakete. Valovni paket pa lahko
(na sreco) zapiSemo kot linearno kombinacijo ravnih valov. Tako da se lahko
za potrebe krede in table brez izgube sploSnosti omejimo samo na ravne
(potujoce) valove.

Prosti val, ki potuje v desno predstavlja e, tistega, ki potuje v levo pa
—ik1x

<k1 = ks = ,/2;72}9) Tudi znotraj potencialne jame resitve Ze poznamo,

to so linearne kombinacije sin(kez) in cos(kax).

(kz = \/2’"(?”’))

Tako imamo lahko v obmo¢ji 1 val, ki potuje v levo in val, ki potuje v
desno, enako pa velja za obmodcje 3. V sploSnem imamo torej valovne funkcije

'Rajsi sem uvedel novo spremenljivko a = 2b in vzel jamo od —b do b kot pa od -5
do §, tako da mi ni treba vleci tistih polovick vedno sabo. Na koncu pa bom v enacbah
ponovno uvedel a = 2b.
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7/)1(33) _ Aeilmz + Be*iklx
Pa(xz) = Csin(kex) + D cos(kqx)
wg(x) _ Feikgz + Ge—ikgz

Vendar pa je dovolj poucen in zanimiv Ze primer, ¢e prihaja val iz leve
in se na potencialu sipa (del se odbije, del pa se prepusti). Tako na desni
strani ni vala, ki bi potoval v levo (G = 0). Zanima nas prepustnost, ki je
definirana kot delez amplitude vala, ki potencial preide. V nasem primeru
torej:

|F|?
AP

Ker nas zanima samo razmerje, lahko brez §kode za sploSnost privza-
memo, da je A =1. S tem smo “potihem” naredili normalizacijo.

Nage valovne funkcije so torej:

T (2.1)

Ui(z) = eM® 4 BemihiT (2.2)
Pa(x) = Csin(kex) + D cos(kox) (2.3)
Py(z) = Fete (2.4)

Tako nam ostanejo Se 4 neznanke (B,C, D, F') katerih vrednosti lahko
dobimo iz zahteve, da je celotna valovna funkcja zvezna in zvezno odvedljiva
(problemati¢ne so samo meje potencialne jame pri —b in b).

P1(=D) = ho(=b) = Be™P 4 Csin(kyb) — D cos(kob) = —e~ 10

Y(=b) = Yh(=b) = Bikie™® 4 Ckycos(kqb) + Dkysin(kqb) = ikje”™*?
o (b) = 3(b) = C'sin(kyd) + D cos(kyb) — Fe*? =0
Yh(b) = y(b) = Ckycos(keb) — Dhkysin(kqb) — Fikie™® =0

Tako dobimo (linearni) sistem 4 ena¢b z 4 neznankami. C' in D lahko
izrazimo iz prvih dveh z B ter vstavimo v drugi dve. Nato pa Se iz preostalih
dveh eliminiramo B in tako dobimo F. Seveda lahko koeficiente damo tudi
v 4 x 4 matriko ter pois¢emo njen inverz. Lahko pa se lotimo tudi zvitega
trika. Valovne funkcije razpisemo po sodi in lihi bazi (saj smo v prejinjem
primeru pokazali, da lahko to vedno naredimo). Potem pa resujemo problem
za sode in lihe funkcije loceno. Tako razdelimo nas prvotni 4 x 4 sistem na
dva manjSa 2 x 2 sistema. ReSimo vsakega posebej in potem izrazimo F' z
linearno kombinacijo reSitev 2 x 2 sistema.



28 Sipanje v 1D

Prvi pristop se mi zdi $e najbolj intuitiven (posebno za sipanje) in tudi
najbolj (konceptualno) enostaven:
Iz prvih dveh enacb izrazimo C'in D z B
D = (Be™ + e ™) cos(bky) — zk—l (Be™ — =) sin(bks)

2

C= —ik—l (Be™ — e7"M) ky cos(bks) — B (™ + e ") sin(bks)
2

Nato vstavimo v drugi dve enacbi in reS§imo 2 x 2 za F.

o—2ibk1
F= ) (2.5)

cos(2bky) — @552~ sin(20ks)

Ce upostevamo Se a = 2b dobimo:
e—iakl
F= (2.6)
L (K2+E3) .
cos(aky) — i (21,;]@:) sin(aks)

Prepustnostni koeficient je potem (upostevamo A =1 in ena¢bo (2.1))
1
. kL —ks)?
1 + sin?(aks) <( ;k]ki) )

T =|F] = (2.7)

3 Popolna prepustnost

3.1 Naloga

Pokazi pri katerih energijah je prepustnost jame enaka 1.

3.2 Resitev

Popolno prepustnost si lahko “razlozimo” tako, da si predstavljamo, da se
val, ki prihaja iz desne strani odbije pri prehodu desne “stene” (z = §) in
ponovno pri levi “steni” (z = —%). Ce je Sirina jame v primerjavi z valovno
dolzino ustrezna, potem se val sipa v fazi in dobimo popolno prepustnost.

Ce pogledamo enac¢bo (2.7) potem hitro opazimo, da je T =1 ko je

. k1 — ko)?
sin?(kya) (( 12k1k22) > =0

4
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Ce je k1 = ko to pomeni, da imamo konstanten potencial (in je logi¢no, da
je prepustnost popolna:), tako da ta primer ni zanimiv.
Zanimiv primer je torej, ko je sin(kqoa) = 0, to pa se zgodi, ko

koa = nm
Ce vstavimo ky = w in malo preuredimo ¢lene dobimo
n?m’h?
E, = % 3.1
" 2ma? 0 (3-1)

kar pa so ravno vezana stanja v neskon¢ni potencialni jami!
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Sipanje na konéni potencialni jami II
Mitja Krnel

6. marec 2008

Naloga:
Obravnavaj prepustnost pri sipanju na potencialni jami Sirine a in globine V; v limiti

th‘;'oa2 > 1.

1. Pokazi, da ima prepustnost pri energijah malo nad robom potencialne jame reso-

nance, ki jih lahko opiSsemo z Lorentzovo krivuljo.
2. Pokazi, da ima amplituda za prepustnost pole pri energijah E, — i%, kjer so E, in
I',, energije in Sirine resonanc v prepustnosti. Kaksna lastna stanja ustrezajo tem polom?

3. Kako sta povezana razpadni ¢as kvazivezanega stanja in Sirina ustrezne resonance?

Potencial je tak kot pri prejsnji nalogi:

Vo za|xr|] < ¢
V(x) — 0 | | = ga
0 za |z| > §.
Potencial obravnavamo v primeru, ko je xy = 2"%#20“2 > 1.

1. Rac¢unamo obliko prepustnosti T(E) za sipanje na potencialni jami in §irino reso-
nanc v T(E).

Za izracun oblike T(E) potrebujemo izraz: !

F e—ilm
” (1)

= / i(k ' qin &/
A coska— (&4 5)sinka

Prepustnost za valovanje, ki prihaja z leve strani je v tem primeru enaka:
1

(% — E)2sin® Ka

T:’§‘2:1+

1
4

kjer sta k = ZZQE valovni vektor izven jame in

[2m(BE+v . N
K = MTM valovni vektor v jami,

E pa je energija lastnega stanja.

"zraza (1) in (2) sta bila izpeljana na vajah dne 28.2.2008
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Resonance imamo tam, kjer je T = 1, torej pri sin?k'a =0 = k'a = nn.

Zaradi lazjega racunanja uvedemo brezdimenzijski koli¢ini = ka in 2’ = K a.

Zanima nas obnaSanje prepustnosti v blizini resonan¢nega vrha, zato vzamemo z’ =
nm + ¢, kjer je e < nw.

Tak 2’ vstavimo v enacbo (1) in ¢lene razvijemo v Taylorjevo vrsto do prvega reda:

cosk'a = cos(nm + €) = cosnmcose — sinnmsine = (3)
= (=1)"cose ~ (—=1)"(1 — O(£?)) (4)
u2 u4

6
u
ata -t

Podobno je:  sink’a = sin(nm + ¢) = sinnm cose + cosnmwsine =

Upostevali smo: cosu =1 —

= (=1)"sine ~ (—1)"(c + O(?)) (5)
Upostevali smo: sinu =« — 7;—? + 73—? — 7;—? + ...

Clena e~ ne rabimo razvijat, ker je |e~™4| = 1.

Clen (% + %) razvijemo samo do nictega reda. Ce bi ga razvili do prvega reda, bi
zaradi sin k'a, ki smo ga tudi razvili do prvega reda, dobili popravke drugega reda, ki pa
jih zanemarimo.

~ / . .. .
Clen (f; + ) zapiSemo z energijami:

2mE 2m(E+Vp)
(& 4 &y = 2 4 2__ By BtV
k! k/ \/ 2m(E+Vp) \/ 2mE - E+Vy E
72 n2

Nasa potencialna jama naj bo globoka, energija pa naj bo tik nad robom pot. jame.
To pomeni, da bo V5 > E. Ko to upostevamo, dobimo:

’
(b = /5

Energijo n-te resonance E,, dobimo tako, da iz enacbe za k’ izrazimo E in upostevamo
/
2’ =nm:

2 / 2 2,22
E+%:k/22ﬁ_m:(%)2h_:hn7r:>

2m 2ma?

2,22
En:hnﬂ' _‘/0

2ma?

. . . . h2n2n2 e
Zato, da izraz poenostavimo, vpeljemo z izrazom Vy = 523 novo kolic¢ino ng:

E _ h2n2g2 ﬁQ’ﬂgﬂ'Q
7 2ma? 2ma?

no Steje stevilo vezanih stanj v pot. jami, vendar ni nujno celo stevilo. Ce dobimo
npr. ng = 99.3, imamo 99 vezanih stanj, 100-to stanje pa je nad potencialom V = 0.
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Potem velja:

A
T =

2 _
n? —ng

V enacbo (1) zdaj vstavimo vse popravke do 1. reda in dobimo:

F e—ika
i 7
AT (m1r = gyt (-1re .

2_ 2
n TLO

Zdaj namesto =’ = n7 v izraz za energijo E vstavimo 2’ = nw + ¢:
o (n71'+a)2 K2 -

E= 2ma? % =

B = (n2772+22n7r§+52) n? . %

ma

Ko zanemarimo ¢len z £2, dobimo:

(E—En) ma?
nmh?

2
E=E,+"2F 5 e=

Tak e vstavimo v enacbo za £, (=1)" ne povzroca problemov, ker [(—=1)"| =1 =
F e—ika(_l)—n
Z - i n2 _ ma? (8)

Vpeljemo novo koli¢ino I'y,, tako da je:

F e—iku(_l)—n
A | _ 2E=En)’ (9)
T

Ko primerjamo enacbi (8) in (9), dobimo:

4 2 2 _ 2
p ATyt = ng (10)

n 2

ma
Enacbo (9) izboljsamo tako, da jo v §teveu in imenovalcu pomnozimo z L=
F o erhe(—1)mile
— = (7)1“2 (11)
A E-E,+ i
T(E) je potem v blizini resonanc enak:
2
2 L
TE)=|~| =2+ 12
® =4l = s (12
T(E) = s, pri cemer je u = Q(EF;HE”)
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To je Lorentzova krivulja, ki ima obliko, kot jo kaze spodnja skica:

1
1+ u?

o o

N b~ O

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ .U
6 -4 -2 2 4 6

I',, pri Lorentzovi krivulji predstavlja Sirino resonance na poloviéni visini. To vidimo,
ko v enatbo (12) vstavimo E — E, = Lz in dobimo T' = 3. u = 0 na sliki predstavlja
E=F,.

Ko se n povecuje, se §irina resonance povecuje, ker v izrazu za I',, nastopa y/n? — ng,
ki je narascajoca funkcija n-ja, ng pa je konstanta odvisna od dimenzij jame. Zato so
pri visokih energijah krivulje SirSe kot pri nizkih energijah. Tako krivuljo imamo samo v

primeru, ko je zg = \/27”5#“2 > 1.

2. Iz ena¢be (11) vidimo, da ima amplituda za prepustnost % pol pri F,, — z% Pri
neskonéni pot. jami so poli v prepustnosti povezani z vezanimi stanji sistema. Vezana
stanja imajo realno energijo.

V nagsem primeru ima vsaka resonanca svoj pol, ampak ta pol je pri kompleksni energiji.
Dobimo stanja s kompleksno energijo, ki jih imenujemo kvazivezana stanja. Delec v takem
stanju lahko pobegne iz potencialne jame.

Energiji £ = FE,, — z% € C ustreza k € C:

2mE 2m(E, —il»)

k= = 3 2=z (13)

Kompleksno stevilo z korenimo graficno. Pri tem dobimo resitvi k; in ks € C:
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ImE

k, ReE

Ker sta F, > 0 in I';, > 0, se z nahaja v kompleksni ravnini v 4. kvadrantu. Pri
korenjenju kompleksnega stevila z se |z| koreni, kot pa razpolovi. Obe resitvi ky in ko sta
fizikalno smiselni.

Ker je k € C, ga lahko zapisemo kot k = k' + ik” = za prepusceni val Fe’** dobimo:
;o k>0, K/ <0 in
Fetbar=hie b <0, k§ >0

Resitev, ki ustreza val. vektorju k; v limiti, ko gre x — +o00 eksponentno narasca.

Feikllw—ki'ac

Resitev, ki ustreza val. vektorju ko v limiti, ko gre x — 400 pa eksponentno pada.

3. Zanima nas casovni razvoj nase valovne funkcije. Recimo, da imamo #(x,0) ob
¢asu 0. Casovni razvoj za lastna stanja, ki ustrezajo kompleksnim energijam E = En—i%"
je potem:

Bt —i(Bn—ilp)t
U(z,t) =¢(x,0)e h =1(z,0)e R (14)

Stanja s kompleksno energijo ustrezajo fizikalno stanjem, ki imajo dolo¢en razpadni
¢as (so kvazivezana).

Primer: Pot. jama predstavlja jedro uranovega atoma, ki razpada. Verjetnost, da
najdemo jedro v nerazpadnem stanju s ¢asom eksponentno pada.

Za izracun razpadnega casa potrebujemo verjetnostno gostoto za razpad:

_Tnt o, _iBnt _Tnt
pz,t) = [z, )] = [(x,0)* [e™ = |* e " |* = [¢(x, 0) [P e~ (15)
_t
p(w,t) = [i(x,0)[ e (16)
Upostevali smo, da je \e‘iEﬁnL | =1.
Razpadni cas je potem 7 = ri Vecja kot je Sirina resonance, krajsi je razpadni ¢as.
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NALOGA

Radi bi izpeljali produkt nedolo¢enosti dveh splognih operatorjev A in B. Predpostavili
bomo da sta operatorja hermitska ter uporabili nekaj pravil, ki bodo sproti razlozena.
Zanima nas torej vrednost 6 AdB.

Ce je operator A sebi hermitsko adjungiran ali na kratko hermitski, potem velja
AT =A
(T4 |ATY) = (AT |Ty) = (AT, |T,).

Nedolocenost koli¢ine (operatorja) A je definirana kot

Definirajmo nova operatorja
A'=A—-(A) ter B =B-(B)
in pokazimo da sta, upostevajo¢ (A)* = (A), tudi ta dva hermitska:
(WJAD) = (U]AW) — (U[(A)|W) = (AV|W) — ((A) VW) = (A"T|W).

Zdaj se lahko lotimo izpeljave nasega produkta nedolo¢enosti. Zaceli bomo s kvadriranjem
izraza.

(6A)*(6B)? = (A®)(B”) = (V|A®|T)(¥|B?|T) = (A"0|A'|V)(B"Y|B'|¥)
Ob upostevanju Cauchy-Schwarzove neenakosti lahko za zgornji izraz zapisemo
(A'U|A'|W)(B'O|B|¥) = (A'T|AV)(B'U|B'Y) > (AU|BO)[* = [(¥|ABW)* (1)
A’B’ lahko zapisemo z dekompozicijo produkta kot
A/B/ + B/A/ + A/B/ _ B/A/ B {A/7B/} Jr [14/7 B/}
2 2 2 2
kjer je [A’, B'| komutator ter {A’, B’} antikomutator.

A'B" =

Poglejmo kaj se zgodi ¢e komutator in antikomutator hermitsko adjungiramo. Na tem
mestu uporabimo zvezo za hermitiranje produkta (AB)! = BT AT,
{A/7 B/}T _ (A/B/)T + (B/A/)T _ B/TA/T + A/TB/T _ B/A/ + A/B/ _ {A/, B/}
— antikomutator je hermitski
[A', Bl = (AB) — (B'A)l = BTAT - A'B" = B'A — AB = —[A', B]
— komutator je antihermitski (CT = —C) kjer velja
(C) =(T|C|T) = —(CT|¥) = —(¥|C¥)" = —(C)* = C je ¢isto imaginarno stevilo
Ob upostevanju zgornjih relacij nadaljujemo izpeljavo iz (1)

2

(BAP(BY > (W ABW) = \<\If| ({4, B} + [A, B) W)

1
2
(15 1) o7

2

el
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Pricakovana vrednost komutatorja je imaginarno, antikomutatorja pa realno stevilo, zato
je kvadrat absolutne vrednosti njune vsote kar enak vsoti kvadratov absolutnih vrednosti
posameznih ¢lenov in zadnja neenakost na prejsnji strani velja. Upostevali smo Se izraz

(A", B =[A—(A),B—(B)] = A, B] - [A,(B)] - [{4), B] + [(4), (B)]
v katerem je od ni¢ razlicen le prvi ¢len, saj sta pricakovani vrednosti operatorjev A
in B stevili, ki komutirata tako s poljubnim operatorjem kot med seboj. Velja torej
[A', B| = [A, B].

Na koncu lahko zapisemo konc¢no obliko Heisenbergovega nacela nedoloc¢enosti kot

6A6B2%|(\D|[A,B} o).
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Valovni paket I

Matjaz Zganec
21. marec 2008

Naloga

Zanima nas, katera valovna funkcija ima najmanjsi produkt nedolocenosti lege
in gibalne koli¢ine.

Resitev

Za hermitska operatorja A = A! in B = Bf z uvedbo operatorjev A’ = A — (A)
in B’ = B — (B) izpeljemo

FPAP’B = (YlAZY)(v|B"y)
(A" A') (B[ B'Y)
[(A"¢|B'y)

(4,B)*  |{ABY
52|

\%

(1)

Pri neenacaju smo uporabili Cauchy - Schwarzevo neenakost. Podrobnejsa
izpeljava je na voljo v vaji Heisenbergovo nacelo nedolocenosti.

Produkt nedolocenosti lege in gibalne koli¢ine je najmanjsi, ¢e imamo pri
Cauchy - Schwarzevi neenakosti enacaj in ¢e je antikomutator v drugem ¢lenu
(1) enak ni¢. Iz prve zahteve sledi vzporednost vektorjev

(A AY)BYIBY) = [(AWBY)P (A= NBY|. 2)

Pri tem je A\ zaenkrat Se poljubno kompleksno stevilo. Antikomutator v (1)
razpisemo v

U[(A'B" + B'A"))

VIA'BY) + (Y| B'A'Y)

"PIB'Y) + (B'Y|A'Y)

AY|B'Y) + (AY|B'Y)”

= MB'Y|B'Y) + X (B'¢|B'Y)

= (A+ N )(BY[BY) = 0. 3)

(WA, B'})

(
(
(
(
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Zadnjemu enacaju zadostimo v dveh primerih. Skalarni produkt (B’t|B'v)
lahko postavimo na ni¢. Na koncu bomo pokazali, da ta zahteva ni smiselna.
Druga moznost je, da je vsota v oklepaju enaka ni¢. Sledi, da je parameter A
Cisto imaginarno stevilo

Re(A) = 0. (4)

Zato lahko vpeljemo A = —i)\, kjer je A realno $tevilo.
V enacbo za vzporednost vektorjev (2) vstavimo operatorja lege A = z in
gibalne koli¢ine B = p.
(z = (2)¢(z) iN'(p— (p) ¥ ()

= i (—iha% - <p>) P(x) (5)

Dobili smo navadno diferencialno enacbo, ki jo prepisemo v obliko

W) () W),
o) ( N h)d ©)

in integriramo

Iny(z) = (W + 1%) z+InC. (7)

Prvi ¢len v oklepaju dopolnimo do popolnega kvadrata in ostanek spravimo v
novo konstanto C’.

w(z) = C'exp <7(12_)\§;§>) +i%> (8)

Da dolo¢imo normalizacijsko konstanto C”, zapisemo verjetnostno gostoto.

T — (T 2
wlf = e (U500 )

Ta je integrabilna le za A’ < 0. Ker ima funkcija Gaussovo obliko, uvedemo
standardno deviacijo o kot N'h = —202. Sledi

1-:2<;>)2) — o ((w;(;)f) . (10)

Valovna funkcija z najmanjsim produktom nedolocenosti lege in gibalne koli¢ine
dxdp = h/2, ki je Se dovoljen po Heisenbergovem nacelu, je valovni paket

0@) = oo~ e (122 (1)

s parametri (z), (p) in o.

@) = Cexp ((
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Rezultat (11) smo namenoma zapisali z lo¢enima eksponentnima faktorjema.
Prvi faktor predstavlja ovojnico Gaussove oblike in je realen. Drugi faktor
opisuje sinusno nihanje s periodo 27wh/(p), kjer sta fazi imaginarnega in realnega
dela zamaknjeni za Az = wh/2(p). Razmere prikazuje Slika 1.

Konéajmo z obljubljeno razlago, zakaj zahteva (B’t)|B’t) = 0 ni smiselnal.
Ko vstavimo B’ = B — (B), dobimo

(B'Y|B'p) = (B%) - (B)? = "B = 0. (12)

Ker sta |A') in |B’4) vzporedna, so lastne funkcije operatorja B hkrati tudi
lastne funkcije operatorja A. Velja torej

Bly) = (B)[¢)

Ay = (A)lY). (13)
To pomeni, da je produkt nedolo¢enosti operatorjev A in B enak ni¢. Ker sta A

in B operatorja lege in gibalne koli¢ine, ne moremo zadostiti Heisenbergovemu
nacelu nedolo¢enosti.

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

08 L L L L L
-3 -2 -1 [ 1 2 3

(x-<x>)lo

Slika 1: Realni in imaginarni del valovnega paketa (11) z ovojnico pri
brezdimenzijskem parametru (p)o/h = 10. V primeru (p) = 0 je imaginarni
del valovne funkcije enak ni¢. Realni del sovpada z zgornjo polovico ovojnice.

1Spomnimo, da smo ob neupostevanju te zahteve za A dobili gisto imaginarno stevilo (4).
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Valovni paket Il

Jure Grbec
13. marec 2008

Naloga:

Izracunaj Casovni razvoj valovnega paketa za delec, ki se giblje v konstantnem potencialu
in Casovno odvisnost verjetnostne gostote.

ReSitev:

Ce zaénemo s poljubno valovno funkcijo |y = ch W) , lahko njen ¢asovni
k

E,
_I_
= h k> < p>?
razvoj zapisemo kot: ‘ l//’t> ch |l//k>e Pri tem je E, = _<P .
k 2m 2m
Vsoto lahko zaradi zveznosti zapiSemo tudi kot integral. Tako pridemo do uporabne
oblike:
1 _(x=<x>)*  <p> L hk?

> X 1—1t
4o e /1 e 2m dk

lP(X,t) = _IWG

Ck lahko izrac¢unamo tako, da izraGunamo lP (X aO) .

¥ (x,0) = ICke‘kXdk

Pozorni bralec prepozna v tej enacbi Fourierevo transformacijo, tako lahko preprosto
izra¢unamo Cy z inverzno Fourierevo transformacijo:

_ 1 T —ikx _
CK_EL‘P(X’O)e dx =

© _(X7<X>)2 . <p>
- I L

2 4 A 2no?
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Integral lahko izracunamo in pridemo do:

2 2 <p>
o -0 (k—iJ
C, =4 pP e "
T

Vstavimo vse v ¥ (X, 1) in dobimo:

Y(x,t)

V270> \/1 bio oy

To je asovno razvit valovni paket v kon¢ni obliki. Od tu lahko izpeljemo ¢asovno
odvisnost verjetnostne gostote.

[P (x, )" =|A e2"«®

Kjer je
mo mo
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(ix+20° =07y, 0>
2Re(B)=2Re g - =
A4 (1+1i t
( 2mo? )

_ m
hit
202 1+ 2
( (2m0'2)]
Pora¢unamo in dobimo:
(X,ﬂtﬁ
B m
2 At o
206 2| 1+( =)
W (xbf = 1 —e o)
\/27r02\/1+( h ztj
2Mmo

To lahko veliko lepSe zapisemo, ¢e opazimo:

o(l)= \/1+ (2mh0'2 t] o)

Kon¢ni izraz je potem:

(X_%t)z

WO = e 2o

\ 270 (1)




46

Gaussov valovni paket




Del 1V

Harmonski oscilator

47






Harmonski oscilator 49

Harmonski oscilator | - Kvantna Mehanika 1 2006 - 2007 10/23/13 9:03 PM

= Glavna stran

= Forum

= Trenutni dogodki
= Zadnje spremembe
= Naklju¢ni ¢lanek
= Pomoc¢

Harmonski oscilator I

Iz Kvantna Mehanika I 2006 - 2007

Vsebina

= | Naloga
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= 2.1.3 Operatorja kraja in gibalne koli¢ine
= 2.1.4 ReSevanje
= 2.2 Casovna odvisnost pri¢akovane vrednosti x in njegovega kvadrata
= 2.2.1 Casovni razvoj valovne funkcije
= 2.2.2 Casovna odvisnost pri¢akovane vrednosti x
= 2.2.3 Casovna odvisnost pri¢akovane vrednosti kvadrata x
= 2.3 Casovna odvisnost anihilacijskega operatorja
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= 2.3.2 Izracun ¢asovne odvisnosti
= 2.3.3 Casovna odvisnost pri¢akovane vrednosti x
= 2.3.4 Casovna odvisnost pri¢akovane vrednosti kvadrata x

Naloga
1. Kako se s Casom spreminjata pri¢akovani vrednosti operatorjev x in 2y stanju | P, U) = 7 ( |(J> + | 1)) harmonskega oscilatorja
2
2 - ]
p " kz*,
T 2m 2

PR . . H Ht . R e
2. Izracunaj ¢asovno odvisnost anihilacijskega operatorja a,(t) =e¢ 'T'a‘e— 4+ in rezultat uporabi za izracun koli¢in iz naloge 1.

Resitev

Formalizem harmonskega oscilatorja

K reSevanju problema harmonskega oscilatorja navadno pristopimo z uporabo/uvedbo t.i. "lestvi¢nih" ("ladder") operatorjev, s Cimer, ob upoStevanju
Diracive pisave, hitreje pridemo do vseh pomembnejsih rezultatov (brez zamudnega reSevanja diferencialnih enacb obicajnega kvantnomehanskega
formalizma).

Kreacijski in anihilacijski operator

Uvedemo anihilacijski operator « in njemu adjungiran kreacijski operator a':

a L (? +iﬁ) in af ! (T ﬁ)
1= — | — 11— 1 ' =—|— —1— ],
vV2\zo  po vV2\z0o po

kjer sta:
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h . ho . S k
To = in  pg = — ,priCemer je frekvenca harmonskega oscilatorja: (; — [
mw Zo m
Lastnosti
1. [(11 a‘t] =1

2afln) =vn+1n+1) = (a.T)n 10) = Vn!|n)

n) = v/nln—1)
0f =0

Kreacijski operator torej zvi$uje stanje harmonskega oscilatorja, medtem, ko nam anihilacijski operator stanje zniZuje. Pri delovanju anihilacijskega
operatorja na lastno valovno funkcijo osnovenega stanja, pa jo ta iznici.

3. a
4 a

Hamiltonov operator

S tako definiranima operatorjema na novo zapiSemo Se Hamiltonov operator:

—2"2 D) T =hwla'a 2)"

Lastne energije harmonskega oscilatorja v stanju n so:

1
E, = hw (n + 5) .kjer med - to lastno energijo in Hamiltonovim operatorjem velja zveza: I, | n) = H | n) X

Operatorja kraja in gibalne koli¢ine

Operatorja kraja 7> in gibalne koli¢ine ]}, sta sebi adjungirana oz. hermitska, na novo pa ju z anihilacijskim in kreacijskim operatorjem zapisemo v obliki:

= 2 (o-a).

T = &(a+ a‘J‘) in

V2

S,

Resevanje

Nalogo bomo resevali na dva nacina, in sicer:

=V prvem primeru bomo racunali pricakovano vrednost ustreznega operatorja tako, da bomo v ¢asu razvili valovno funkcijo in nato z njo delovali na
operator. Za sploSen operator torej ra¢unamo takole:

(A) = (&, 1| Al )

= V drugem primeru bomo racunali priCakovano vrednost ustreznega operatorja tako, da ga bomo najprej razvili v ¢asu in nato nanj delovali s
stacionarno valovno funkcijo. Za sploSen operator torej racunamo takole:

(A) = WlA @) |¥)

Casovna odvisnost pricakovane vrednosti x in njegovega kvadrata
Casovni razvoj valovne funkcije

Ob =0 imamo harmonski oscilator v stanju z valovno funkcijo:
1
$,0) = —= (|0) + |1)).

Casovni razvoj valovne funkcije je:

http://burana.ijs.si/wiki/index.php/Harmonski_oscilator_| Page 2 of 6
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[0.0) = 5 ([0 + (e 0) = 2 ()8 4 [1e%7).

Uporabimo sedaj Gasovni razvoj valovne funkcije za izra¢un ( r) in ( > Pri tem bomo za | W, t) pisali kar | ) )

Casovna odvisnost pricakovane vrednosti x

@ = W) = 4124 (a+ af) [9) = % (@ + (") = B2Re(a) = vraRe(vlal) =
= V2xoRe (4 [(0| 3t 4 (1]ei% a[|0) —i%t 4 |1)e —i‘%t] J%)
= V2zRe 5(U|e’?‘\/f|0)e‘i3;’) .

= ‘/Lga:(, cos (wt)

SI

1. VRSTICA: Tu smo najprej namesto operatorja kraja vstavili njegov zapis z kreacijskim in anihilacijskim operatorjem, nato pa upostevali
distributivnost skalarnega produkta v Hilbertovem prostoru. Nazadnje smo upostevali Se, da je kreacijski operator adjungiran anihilacijskemu, od
koder sledi, da je njegova pricakovana vrednost enaka konjugirani priCakovani vrednosti anihilacijskega operatorja.

2. VRSTICA: Bra in ket razpiSemo z baznimi valovnimi funkcijami. Nato z anihilacijskim operatorjem delujemo na ket, kjer upostevamo a.| 0) =0

in (1‘| 1) = \/I | U). Nato upostevamo Se (1 | ]) =4 ij: Ostanemo s konstantami in realnim delom ¢asovnega razvoja valovne funkcije.

Casovna odvisnost pricakovane vrednosti kvadrata x

(.’E2> = <1’p’|i‘2|‘¢’> — ‘T% (L‘I"l (a + at)Q |l+‘> %‘% h‘ |(1(l + (1(1“ -+ (lta + atail@v) =
z2 z2
(2Re(u|a2|w) + (¢ (14 2aa’) |¢)) = 2 (U +1+ % (t,L |1)) =3(1+1)=
2
= Iy

1. VRSTICA: Najprej namesto kvadrata operatorja kraja, operator zapiSemo z uporabo kreacijskega in anihilacijskega operatorja, nato izraz razpisemo.
2. VRSTICA:
I. Tu skalarni produkt najprej razbijemo na dva dela:

e Velja: (u’)laa + aT aflw) = 2Re('¢v|a‘2|u‘)>, saj Velja(u"latailu‘» = (u’vl (a‘a‘)i |u’v> = (u’)l(l(ll u’))* in se zato imaginarni
deli odstejejo.

o Velja: u’)laaf + aTalw) = (w|1 34 2aialv¢.>,kjer smo uporabili:
a,af | =1=ad' —a'a = ad'+a'a=1+2da

II. Nato upostevamo, da velja:
. QRe<w| (12 w) = (), ker velja (1‘2| w) = () » saj z anihilacijskim operatorjem dvakrat delujemo na valovno funkcijo oblike

[y =---|0) 4 ---|1)
D (bi'l 1+ QQ‘tal l,ﬂ') = <1+',0| 1 |1+L’> + (w| 2{LT(1‘|'1,.",'>’ kjer velja: (w| 1 | u‘v> = 1, saj je valovna funkcija \ normirana. V drugem delu

velja: aialu‘)) =04 %(’_'%tﬁ\/ﬂ 1), tako, da dobimo
1

(’dll?ajal‘l‘[)) = % [((j|p“§‘f + (ll(ﬂl{"!] ﬁ [ —x——fll)] = \/_<l,p'|1> = 1, kjer upostevamo 3e (i| j) = 51]

Casovna odvisnost anihilacijskega operatorja
Casovni razvoj in Hamiltonov operator
Pokazimo najprej, da valovno funkcijo, s pomoc¢jo Hamiltonovega operatorja, razvijemo v ¢asu kot:

_;H
[, 1) = ¢ 44, 0).

Zatnemo z izrazom |1, 0) = E Cn|n), ki garazvijemo v Easu z uporabo gornjega izraza:
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_ _ VAL it m
|u‘,|,t>=e_i%t E (;n|n>= E Cng_i%t|n>= E Cn E %H"ﬂn): E Cn E @E;"ln):
m! m!
n m n m
= E )

V ra¢unu smo eksponentni del najprej razvili v poten¢no vrsto, upostevali zvezo }:[ " |n> = EZ‘ | 7Z>’ nato pa vrsto spet izrazili v funkcijski obliki.

Izracun ¢asovne odvisnosti
(|21, 1) = (, 0] ¢ % de %t |,0) = (3, 0| (£) |4, 0)
3(t)

Podobno, kot smo definirali 7 (t), definiramo ¢, (t):
a(t) = eittae iRt

Izraz odvajamo in dobimo:

. i o G H i1, Oa H Y4 (Y] _iH
a(t)=ﬁHe‘h' Wyt 'E it a-He 'nt = Ee‘ht[H,a}f”n'=
—e'[ﬂilﬁ =0
— i (’ITfHP_IT' Pfoap—le _ pirtap—i%-t PthHP—th —
AR = s ~ < - /

i [ ~
=—|H, alt ]
+ a0
V racunu smo upostevali, da operatorja f{in P:hihﬁ-t komutirata, tako, da velja:
. A H, o~ H, o~ H _ N .
ettt — oFiftg o gftgeiftt - gttt —
Preden nadaljujemo z izraCunom, si za poljubna operatorja A in B poglejmo Se nekaj lastnosti casovnega razvoja operatorjev:
iz 0A
Aty= < [H AW+ (=) ¢
)=+ [HA0]+ (5 ) ©
= Pokazimo, da velja zveza: []A{1 A] (t) = [ﬁ (f,
A a2, [~ Y e
[H,A] (t) = et [H,A]e it — oif
=¢ A'HP tein ‘Ae Tl—g‘T‘Ae_‘ng‘T'He_‘Tt = |H(t),A (f)]

_H(f) —A(t) =A(t) =A()
" (AB) (1) = A(t) B(t

" (A+B)(t) =A(t)+ B(t)

= (M) (1) =AA (@)

Nadaljujmo z izra¢unom ¢asovne odvisnosti anihilacijskega operatorja:

a(t) = % [ (t),a () + (‘3‘;) (t) = ;— [,d] )

—_—
=0
= Velja: [H a] N [hw (a"a + %) ,a] =hw | [a',a] a+al[a,a] | = —hwa
N~ ~——
—_ =0

Od tod dobimo diferencialno enacbo za anihilacijski operator, ki je oblike:
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. i A, A
a(t) = ﬁﬁwe'h'ae "t = —iwa (t)
Regitev enacbe je (l( ) Ce™ iwt yier upostevamo e: @ ((]) =(C = a.

Casovni razvoj anihilacijskega operatorja je torej:

a(t) =ae ™"

Casovna odvisnost pricakovane vrednosti x

IzraCunajmo sedaj pri¢akovano vrednost koordinate e s ¢asovnim razvojem anihilatorskega operatorja. Iz prvega izrauna vemo, da je

(z) = V2zoRe(a)
(z)

VEroRe(a) = vEroRe(¥a(t) [¢) = v3zoRe ( 5 (O + (Uhae (o) + |1>>)

! eTiwt 20 cos
= TR (01 + 1) e710)) = 2 cos )

Casovna odvisnost pri¢akovane vrednosti kvadrata x
IzraCunajmo s ¢asovnim razvojem anihilatorskega operatorja $e priakovano vrednost kvadrata koordinate . Iz prvega izracuna vemo, da je
2
2 ] ; 2, ; ;
(a®) = 3 (2Re(¥] (@(9))|¢) + (¥ (1 +2a(t)a' (1)) )}

Upostevamo naslenje zveze:

= Ko v enacbo vstavimo ((l (f) 2, 7 enakimi argumenti, kot v prvem primeru velja: (w| (LZ| u‘v) =0
= Ker je valovna funkcija \ normirana, je (u’vl 1 Id') =1.
= Za adjungirane operatorje velja: ( A B)t — B“ A“. Od tod dobimo iz Casovnega razvoja anihilacijskega operatorja kreacijskega:

—iwt f iwt
at (t) = (m’ ! ) = e“iql.
V enacbo vstavimo ¢asovni razvoj kreacijskega operatorja, upostevamo ostali zvezi in zveze, ki smo jih uporabili v prvem primeru ter dobimo:

2 2 ’13(2)
(r)=3° 041+ 20| [aeg ™™ at | |¢) =?°(0+1+\/_[(0|+(1|]%[|1)])='?(0+1+1)=

=1

Vzpostavljeno iz »http://burana.ijs.si/wiki/index.php/Harmonski_oscilator_I«
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Koherentna stanja harmonskega oscilatorja

Ana Dergan

24. marec 2008

1 Koherentno stanje

Koherentno stanje je lastno stanje anihilacijskega operatorja:
alz) = z|z), zeC lastna vrednost. (1)

Poiscemo ga tako, da ga razvijemo po lastnih stanjih Hamiltonovega operatorja:

oo

2) =D caln),  ca=(nl2) (2)

n=0
Na enacbo (1) od leve delujemo z (n|:
(nlalz) = z(n|2)
(a'n|2) = 2(nl2)
Vn+ 1{n+ 1|z) = z(n|z)
Vi + legyr = 2c

Cn 7\/500 (3)
Dobili smo rekurzijsko zvezo za koeficiente razvoja. ¢y dolo¢imo iz normalizacijskega pogoja:
(zlz) =1
— 1
> —ileollz*nf*(nln) = 1
n!
n=0

leof?el* =1

22|

|CO|267 2 =g

Koeficiente vstavimo v razvoj (2):
2 Zn

e Nl (4)

2 Casovni razvoj koherentnega stanja

Ker smo naredili razvoj po lastnih stanjih Hamiltonovega operatorja, dobimo ¢asovni razvoj enostavno
tako, da vsakemu ¢lenu pritaknemo faktor e=&n/h,

1212 2"

2,8) = 3o E e )
Izraz |z| smemo zamenjati z |ze~%!|, ker je |e~™!| = 1. Gornjo vsoto $e malo preoblikujemo:
) 1 . —iwt |2
|Z7t> _ efzwt/Z Z (Zefzwt)nef\ze |%2/2
vn!

Ce primerjamo dobljeni izraz s (4) ugotovimo, da je tudi |z,t) koherentno stanje. Njegova lastna
vrednost je ze ™%,
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3 Pricakovane vrednosti: (z), (z?), (p), (p*) in ustrezne nedolo¢enosti
Najprej si izpeljemo zvezo, ki nam bo koristila pri vseh nadaljnih izracunih.
(zlaf"a™|2) = (a"z]a™z) = (z)7 2" (2]z) = (")*2" ()

Operatorje bomo izrazili z a in a:
xr = E(a + CLT)
V2
2 _ T

x® = ?(aTa +dla’ + aa + aal)

Za izracun {aa') sis (5) ne moremo pomagati, zato aa' izrazimo s pomoéjo komutatorja: aa’ = 1+ata.
S pomocjo (5) tako dobimo:
o

(z) = (z]z]z) = ﬁ(z* +2) = 29V2Re(2)

2 .1'02

2

Lo

o 2, .2 12 2
(%) = 522"z + 27+ 22+ 1) = (2 + 2+ 1) = S-((2Re(2)* + 1)

Izra¢unamo Se nedolo¢enost:
Zo
Sz =/ (22) — (z)2 = =L
@) (2 = 2

Pogledamo si Se nedolocenost gibalne koli¢ine.
Najprej izrazimo gibalno koli¢ino in njen kvadrat z operatorjema ¢ in a':

1
_ t
=po—(a—a
P po\/gz,( )

2
p? = —Ig(a2 —aa’ —ala+ aTz)

Zdaj lahko izrac¢unamo (p) in (p?):

1

(p) = pOE(Z —2%) = V2poIm(2)

2 2 2
W)= -2 - 1-22" 4 2% = (e - =)~ 1) = 2p8Im (=) + 2D

Nedolocenost gibalne koli¢ine je:

5p=1/(p?) — (p)* = %

Na koncu izra¢unamo produkt nedolocenosti koordinate x in gibalne koli¢ine:

1
0xdp = 5p%x%.
Ker med pg in ¢ obstaja povezava pg = %, je produkt nedoloGenosti ravno //2. V eni izmed prejsnjih
nalog pa smo dokazali, da ima najmanjsi mozen produkt nedoloc¢enosti koordinate in gibalne koli¢ine
valovna funkcija Gaussove oblike. Tako smo pokazali, da je koherentno stanje harmonskega oscilatorja:

x — 2x9Re(2))?
o

iv2poIm(z)x
I

Jep( )
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Naloga

2 2
= L A_I‘ Ob =0 v trenutku vklju¢imo homogeno elektri¢no polje E. Kako se s Casom spreminjajo

2m 2

Delec z nabojem e je v osnovnem stanju harmonskega oscilatorja ff

pricakovane vrednosti poloZaja, gibalne koli¢ine in energije delca?

Resitev

S klasi¢no mehaniko bi ta problem lahko predstavljal Zogico, nabito z nabojem +, ki je pritrjena na vzmet s konstanto vzmeti £, v ¢asu ¢ = () vklju¢imo zunanje elektri¢no polje E_"

ki kaZe v smeri vzmeti. Zogica se potem odmakne za 0T = ek in za¢ne nihati s frekvenco (; — —, tako da sta priakovani vrednosti poloZaja in gibalne koli¢ine:

k m
L § 12
< 2(t) >= 0z — dz cos(wt) = dz(1 — cos(wt))in < p(t) >= m < &(t) >= mwdx sin(wt). Pritakovana vrednost energije pa je: Jj/ — kéa®
ReSevanje v kvantni mehaniki
Stanja oscilatorja(nabitega delca) bodo za Case 7 < 0, opisovale koli¢ine brez vijuge, za ase ¢ > () pa koli¢ine z vijugo.
t <0
2 ka?
P
2m 2
t>0
2 2
- P kx
H=— Jol§H
2m + 2 +ed(@)
" = N o - p* ka? - ka? )
E = —V¢(z)kerje E = konst = —V¢(x)inje E = (E,,0,0)ic¢(z) = —Exx= H = 5 + T e[ Clen — e, q bom zapisal kot
m
ka? k ek, e?E? . ) ek, e’ B2 - ka? k
—eB v =—(1— 2 _ ~ = in ga $e polep$am z novima oznakama §p = in §F — ——% dadobim: " _ = —( — o1 2 _
5 — B 2(r 2 ) : A o 5 eb,x 2(1 ox)* — OF

Povezava med v in J:

T = x — O -za novo izhodiS¢e koordinatnega sistema po vklopu polja sem izbral novo mirovno lego delca, ki je prvotne legepremaknjena za §4 v desno.

D 'ha ih 9 'ha =P tor gibalne koliti it

=—th—=—-th—/————— = —th— = p), operator gibalne koli¢ine se ne spremeni!
P oz d(z — oz) oz P
Z novimi koordinatami se hamilton zapise:

=2 2 2 ~2
-~ P kx P kZ
H=> 42 _§E=-— 39
2m 2 2m 2

1
H = hw(a'a + 5)

Ker se frekvenca po vklopu polja ne spremeni je ; — () zato je f{ p— ﬁw(('zid +

)~ 6E

B | =

Povezava med @ in g:

1 =z P
a=—(—+1—
2(.730 Po)
- 1,2 . p 1 =6z . p 16z _ 1 oz
i=—4x(—+4+i—)=—F=(——+i—)=a——F=—=>ad=a— —=—
2(-7?0 170) \/5( T Po V2 zo V2
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Na zacetku: a,l w) = (), delec je v osnovnem stanju starega F{.

0=aly(0)) = (a +%—)|¢'(U)) = aly(0)) = —\/ii(s—:rhb(o)) = staro stanje je koherentno stanje novega hamiltona a(0) = z(0)
1 oz
V210

Za koherentna stanja 2 velja:

z=—-—

I alz) = z|2)
2 < >= V2xoRe(2)
L <p>= ﬁpofnz(z)

Za na$o nalogo bom potreboval prej$nje tri lastnosti, ampak za ¢asovno odvisna koherentna stanja, tako da jih bom $e malo predelal:

2> Z exp —I—l) \/_|n> -razvoj koheren¢nega stanja po lastnih funkcijah hamiltonovega operatorja
n=0
|2I?

- iE, 2" iE 1
z, )y = exp(————r1) exp(——— T ) -za Casovni razvoj samo dodamo ¢len ¢ T . I,, je v nasi nalogi —) —
|2,t) n; P(= 1) exp(=5-) =In) exp(——"1) hw(n+ 3) -0

i i0F 1
z,t) = exp(——t) exp(—iw(n + <)) exp
1210 = 3= exp(5E) explieta + ) e~ ) )
Kerje|exp(—iwt,)| = linje zato|z| = |z||exp(—iwt)| = |z exp(—iwt)|,bomvzgornjoenaébo zazvstavil|z| = |z exp(—iwt)l:
|z exp(—iwt)|?, 2"
Leopl L) 2y -

) = iexp(iéTEt)exp(—%d) exp (_|zexp(2—iwt)| ) (zexp\(/—_l,wt)) In)

|z,t) = iexp(%t) exp(—iw(n+ %))exp(—

Konstantoexp(%t) exp(—%) bom oznatil z 4 in z exp(—iu)t) 3 u.’l“akoje:|z7 t) = X_: Ae ( |1L| )\/_| >

IUI

| n) razvoj koherentnega stanja za g po lastnih funkcijah

oc
- [uf?
Vemo, da velja ¢ exp(——— Ny =u exp(——— n ), ker je e
n§=0p ),—I) E:p ),—I) E:XP

hamiltonovega operatorja.

To upoStevam v naSem primeru:

Jul? o ;- IUI Cu? | o
|z, t) = E Aexp ( |n)ind|zt) =ay  Aexp|— |n =u E Aexp [n) = u = z exp(—iwt)je
«/_ o’ \/_ «/_
T €T
koherentna vrednost za z,t , nazaj pogledam vrednost za z: z = — ——=—,potem je y = ———=— exp( —iwt
2,1 Tiar T it

Pri¢akovana vrednost polozaja:

< 7 >= V2xyRe(u) = \/51‘0(—i6—7 cos(wt)) = —dx cos(wt)in< x >= dz(1 — cos(wt))

V2 20

Pricakovana vrednost gibalne koli¢ine:
Ehrenfestov teorem: << p >=m < & >

<p>=m< T >= mwox 9111( ) -izraCunana z ehrenfestovim teoremom.

ox 2hé h
Iz lastnosti koherentnih stanj: < p >= \/_polm(u) = \/_po(\/iro \/\/;TQT sin(wt) = mwdx sin(wt)-uposteval sem, da je py = Em

To= / h torejje < p >= mwdx sin wt. kar se ujema s klasi¢nim rezultatom in ehrenfestovim teoremom.
mw

sin(wt)) =
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1

Dvodimenzionalni harmonski oscilator

Denis Golez
Kvantna fizika 1

14. maj 2008

Povzetek

Obravnavaj lastna stanja dvodimenzionalnega harmonskega oscila-

torja
2
p Lo 1 5
B = om T30 Ty

V primeru, ko je a, = a, poisci taka stanja, ki so hkrati tudi lastna
stanja vrtilne koli¢ine okoli z osi
0

L=—ih—
(2 a(p

Lastna stanja 2D harmoni¢nega oscilatorja

Hamiltonian za 2D oscilator v koordinatah zapisemo kot

Ta hamiltonian lahko razgtavimo na vsoto dve2 neodvisnih hamiltonianov H =
H,+ H,, kjer sta H, = 2= 4+ 1a,2% in H, = % + 1a,y. V tem primeru lahko
celotno lastno funkcijo zapiSemo kot produkt lastnih funkcij za posamezen
hamiltonian: ¥ = ¥, ¥,. Upostevajo¢, da je H,¥ = E,¥ in podobno za y

2
p 1 9, 1 2
B = o T %t T 5y

2m 2m

koordinato lahko napisemo:

(H, + H))U, ¥, = BV, U,

(HyV,)V, + (H,Vy)Vz = EVzVy
(B, + B,)W, 0, = EV, U, = E = E, + B,
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Ker ze poznamo energije enodimenzionalnega harmonskega oscilatorja lahko
tako napisemo

1 1
H = h(wy(ng + 5) + wy(ny, + 5))
in lastna funkcija za 2D harminski oscilator je
|¥) = [ng)|ny) = |nany)
Ker imamo lastne funkcije lahko razvijemo ¥ po le-teh
[T) = > Cuun, Inany)
N, My =0
Crgny = (NaNy| V)
in ¢Gasovni razvoj funkcije
iBngngyt

o0
|U,t) = Z Cngn,€  ® |nTny>

Nz, My =0

2 Posebni primeri

2.1 a;,>0,a,=0

V smeri y nimamo potenciala in lastno funkcijo predstavlja ravni val, v smeri
X pa imamo vezano n-to lastno stanje harmonskega oscilatorja. Tako je
celotna lastna funkcija

(zy|¥) = \Ijn(m)eikyy

kjer sta |¥,,) = %|0> in k, = +,/2mE, Energija je tako enaka

_ _ (hky)? 1
E=E,+E,= By + hwg(ng + 2)

kjer je w, = \/%

2.2 a,=aqy
Ce sta konstanti a, = a, = a lahko napiSemo lastne energije kot
E =hw(l+n, +ny)
kjer je w = \/g in ngy = 0,1,.... Vidimo, da so stanja degenerirana in
ugotovimo, da je n-to stanje n+1 krat degenerirano.
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Energija Degeneracija ng ny

2hw 2 1 0
0 1
3hw 3 2 0
0 2
1 1

3 Lastna stanja operatorja vrtilne koli¢ine

Operator vrtilne koli¢ine v z smeri se glasi

L, = —ihi
¢
in ¢e napiSemo Se hamiltonian za 2D harmonski oscilator v polarnih koordi-
natah: > 1o o 52
h* 1 1 1
H=—[-"(r=)+ =]+ -ar?
Qm[r 8r(r3r) + 72 82<p] + 2"

vidimo, da nikjer ne nastopa ¢ eksplicitno, kar pomeni,da je komutator med
hamiltonianom in vrtilno enak ni¢: [H, L.] = 0. Lastna stanja vrtilne koli¢ine
dobimo na slede¢ nacin:
L.|¥) = a|¥)
0|
—ihﬁ = a|¥)
Iy
av. — «
AR
U= Wpe'n
Upostevajo¢ robni pogoj ¥(p + 2m) = ¥(p), dobimo za vrednosti o = mfi.
Izvedimo Se normalizacijo:

21 1
1ldpUoUl =1= V) = —
/0 PW¥ol¥y 0 o

Tako je lastna funkcija vrtilne koli¢ine enaka

1
—e
V2
Ker hamiltonian in vrtilna koli¢ina komutirata so n = n; + ne in m dobra
kvantna Stevila in lahko iz njih sestavimo bazo.

m) = —=e™

3
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4 Prehod na novo bazo - poseben primer

Zelimo bazne vektorje nove baze |[nm) zapisati z baznimi vektorji stare baze
nino. Poglejmo si prvi dve stanji harmonskega oscilatorja:

1 _x
\I/()(x) = 4726 ;g
e
2z
Uy = Y= ()0
=2 )

Poglejmo si stanja |10), |01) v stari bazi v polarnem zapisu

[2 1 — 1

01) =/ —=rsi 2
(re|01) 7Tx%rsmg@e 0
21 — I

10) = /= o
(re]10) ﬂ_x(%rcosgoe 0

Hitro opazimo,da lahko valovni funkciji sestavimo tako, da dobimo ravno
¢len €™? = cos(p) + isin(y), kjer je m = +1.

1 )
‘L i1>nm = 72(‘1a0>n1n2 + Z|0, 1>n1n2)

5 Prehod na novo bazo - splosno
Valovno funkcijo napiSsemo kot poljubno linearno kombinacijo v stari bazi:
U = a|01) + b|10)
in upostevamo, da za lastna stanja vrtilne koli¢ine velja
L,V =hmV
Ce upostevamo te dve enac¢bi dobimo
aL,|01) + bL,|10) = amh|01) + bmh|10)
Ce sedaj enacbi posamezno mnozimo s (10| in (01| in enacbe zapiSemo v

matri¢ni obliki dobimo

(10]L.[10) (10]L.|01)
( (01]2-]10) (01]-]01) )
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Vidimo torej, da ima ta matrika lastni vrednosti, ki sta ravno lastni vre-
dnosti operatorja vrtilne koli¢ine, in lastna vektorja, ki sta ravno koeficienta
razvoja valovne funkcije po novi bazi. Lastni vrednosti matrike nam bosta
torej definirali nova bazna vektorja, pripadajoca lastna vektorja pa bosta ko-
eficienta razvoja teh novih baznih vektorjev po stari bazi. V naSem primeru
torej dobimo:

21, . ) _2
0,1|L,]0,1) = / ——r7sin ¢(—ih) cos pe “ordrdg = 0.
0TI
Integral je ni¢, ker je kotni del o¢itno ni¢. Podoben integral, ki se ravno tako

zaradi kotnega dela izni¢i imamo tudi pri:
(1,0|L,|1,0) = 0.

Preostaneta Se:

2r 9 1 2 ) 2 .2 2
(1,0|L,|0,1) = / = —r?sing(—ih)(—sing)e “ordrdp = ih— %e & rdr/ sin®(¢)dg = ih
Jo mwag T xg 0

(1,0/L.]0,1) = —ih

Izracunali smo vse elemente matrike, katere lastne vrednosti in vektorje

iS¢emo.
0 ih
—ih 0

N =1 =0 M\p==%h

Uganemo lastna vektorja in ju normaliziramo:

all)

, ki mu pripada lastna vrednost A in

sl )

, ki mu pripada lastna vrednost —h Dobili smo:
1
V2
1
V2

Lastni vrednosti sta:

[1,1) = (]1,0) +1[0,1))

11, -1) = —=(1,0) —4[0, 1))
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KVANTNA MEHANIKA 1

Vrtilna koli¢ina 3

Klemen Strniga 28030574
Fakulteta za matematiko in fiziko, Univerza v Ljubljani

12. maj 2008

Povzetek

Imamo delec v stanju

U(r) = Az?e™

in nas zanima naslednje
e s koliksno verjetnostjo izmerimo delcu projekcijo vrtilne koli¢ine enako 0

e kaksne so mozne vrednosti pri merjenju kvadrata vrtilne koli¢ine in s kaksno
verjetnostjo izmerimo posamezno

e a koliksno verjetnostjo izmerimo projekcijo vrtilne koli¢ine enako 0, ¢e smo
prej izmerili njen kvadrat
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I. RAZVOJ]

V kvantni mehaniki so fizikalne koli¢ine predstavljene z operatorji, in ko neko fizikalno
koli¢ino izmerimo, kot rezultat meritve vedno dobimo eno od lastnih vrednosti ope-
ratorja. Ce imamo delec v nekem poljubnem stanju, predstavlja kvadrat koeficient v
razvoju po lastnih funkcijah verjetnost, da bomo delcu izmerili lastno vrednost tega
stanja.

Zato, Ce nas zanima katere vrednosti vrtilne koli¢ine lahko izmerimo, in s kak$no
verjetnostjo, moramo nase dano stanje razviti po lastnih funkcijah. Te so za vrtilno
koli¢ino krogelne funkcije(spherical harmonics).

Vim 1=012... —1<m<lI

Za razvoj potence z"(enako za y in z) so potrebne le funkcije z [ < n, kar nam
mocno olajSa ra¢unanje. To sledi iz dejstva, da so krogelne funkcije produkt I-tega
Legendrovega polinoma in €. Polinom je [-te stopnje in tako v njem nastopajo vsaj
I-te potence(ko je m = 0, sicer so 7e vi§je). Zato pridejo v postev le [ < n, saj v razvoju
™ ne bo polinomov z vi§jimi potencami kot n.

Prvih nekaj lastnih funkcij(tiste ki jih potrebujemo) v koordinatni reprezentaciji in
krogelnih koordinatah

1
Yoo = {/—
00 i
3
Yio = ECOS@
3
Yiin = —y/—sinfe¥
T
Yoo = i(3 20 —1)
2007 Ver e
15 ,
Yoy = —4/—sinf cosfe’”
T
5 i
Yoo = 32—7Tsm2962“"

lastne funkcije za negativne m dobimo tako da upostevamo relacijo

}/l,—m — (_1)7n *

Im

[\
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Vse kar ostane zdaj je, da valovno funkcijo za naSe §tartno stanje dobro pogledamo
in razvijemo. V krogelnih koordinatah je valovna funkcija

U(r,0,¢) = Ar’sin® 0 cos? pe "

in ker se lastne funkcije po katerih razvijamo ti¢ejo le kotnega dela, moramo razviti le
del

sin? @ cos? ¢

To naredimo tako da bolj ostro pogledamo funkciji Yoo in Y5 5, ki sta si kompleksno
konjugiran par, in ju sestejemo

Yoo + Yoo = 2Re[Yas] =

/15
=/ =—sin?@ cos2p =
8w
1
= UgsiDQG(COSQ@ —sin? ) =
15 .,
\/=—sin® 0 (2cos* p — 1) =
5, Sin (2cos® p —1)
/15 /15
= /=—sin?0 cos® p — |/ — sin? @
2m 8m

To 7e zgleda skoraj v redu. Prvi ¢len je do konstante Ze natanko to kar hocemo, le Se
drugi ¢len bi morali znati razviti da bi ga lahko odsteli. Za tega hitro vidimo da se

skriva v funkciji Yo
Yoo = 1 (3cos® — 1) =
20 167 o8 N

Drugi ¢len je Ze to kar potrebujemo, odsteti je treba le Se konstanto, ki pa se skriva v
funkciji Ygo.
Nas razvoj je tako
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l¥) =C(122) + 2 - 2) - \/§|20> + \/ZOIO(D)

kjer konstanto C' hitro dolo¢imo iz normalizacije

Tako je

) = \/gl22> + \/gﬂ —2) - \/EQO} + @IOO}

II. REZULTATI MERITEV

Iz razvoja takoj vidimo odgovora na prvi dve vprasanji. Verjetnost da izmerimo pro-
jekcijo vrtilne kolic¢ine 0 je vsota kvadratov koeficientov pred tistimi stanji v razvoju,
ki imajo taksno projekcijo.

2 10 2

Za kvadrat vrtilne koli¢ine so mozni izmerki [> = 0, 64 in ustrezne verjetnosti.

4
P(I> =6h%) = -
( ) =5

Ce najprej za kvadrat vrtilne koli¢ine izmerimo neko vrednost, smo odstranili iz
razvoja vse Clene, ki nimajo taksnega kvadrata velikosti. Tistih, ki pa imajo ustrezno
velikost, pa se operator ne dotakne in se ohrani njihovo razmerje, le normalizacija se
popravi. Tako ¢e smo izmerili kvadrat vrtilne koli¢ine 0 imamo stanje

[¥) =100)

in z verjetnostjo P = 1 izmerimo projekcijo enako 0. Ce pa izmerimo kvadrat 6% pa
imamo po meritvi stanje
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) = \/§|22> + \EI? -2)- \/g|20>

in projekcijo 0 izmerimo z verjetnostjo P = i.
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KVANTNA MEHANIKA I
2007/08
vaja: Larmorjeva precesija

Jure Klucar

15. maj 2008

1 Naloga

Delec z vrtilno koli¢ino [ = 1, ki se giblje v krogelno simetri¢nem potencialu, je v stanju m = 1.
Ob t = 0 vklopimo homogeno magnetno polje v ravnini zz pod kotom ¢ glede na os z. Kaksna je
Casovna odvisnost pri¢akovane vrednosti vrtilne koli¢ine?

[l

Slika 1: Precediranje vrtilne koli¢ine okoli mag. polja

2 Lastne funkcije

Hamiltonov oeprator sistema (ob ¢ > 0), zapiSemo kot

—

I:I:—fyB-

S~

; (1)

kjer je parameter v mo¢ sklopitve.

Zaradi enostavnesjega rac¢unanja, koordiantni sistem postavimo tako, da z os kaze v smeri magne-
tnega polja B in vektor vrtilne koli¢ine (ob ¢ < 0) pod kotom ¢ glede na os z v ravnini zz (obratno
kot v navodilih).

Mag. polje zapiSemo

-

B = Bye. ()
in hamiltonka v izbranem koordinatnem sistemu

I:I = —’}/B()IA/Z. (3)
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Sedaj moramo poiskati lastne funckije hamiltoniana H oz. operatorja ﬁz; te so tri, oznacimo jih

Ix-)
Ixo0) (4)
IX+)

kjer ima |x_) tretjo komponento vrtilne koli¢ine enako m = —1, |xo) enako m = 0 in nazadnje |x )

enako m = 1. Vse tri imajo velikost vrtilne koli¢ine [ = 1.
Kot receno, so to hkrati lastne funkcije operatorja H, torej imajo dobro definirano energijo. Izra-
¢unajmo jih
(X~ [H[x-) = =vBo(x~|L:[x~) = yBoh
{(xolH|x0) =0 (5)

(x+|H|x+) = —vBoh.

3 Splosna resitev in zacetni pogoj
Splosna resitev Schroedingerjeve enacbe je linearna kombinacija lastnih funkcij

IX(t)) = c—|x—)e ™" + colxo) + et x4 )™, (6)

kjer smo uvedli Larmorjevo frekvenco w = ~yBy.
Potrebujemo koeficiente c_, ¢y in c;. Te dobimo iz zaCetnega pogoja, kar pa ni Cisto trivialno.
Naloga pravi, da je ob ¢asu t < 0, vrtilna koli¢ina obrnjena v smeri pod kotom ¢ v ravnini xz

(Slikal). Ce zacetno stanje oznadimo z |x) potem mora biti to lastna funckija operatorja L- €s, kjer
je ég enotski vektor v smeri zacetne vrtilne kolicine. Velja

L- €p = (ﬁx,Ly,ﬁZ) - (sin ¢, 0, cos @) = sin Ly + cos dL .. (7)
Velja enacba X
L-é/x) = sin ¢Lalx) + cos oL:|x) = hlx), (8)

saj je |x) lastna funckija z lastno vrednostji m = 1. Uporabimo 8e zvezo L, = %(ﬁ+ +L_), in
zaletno stanje zapiSemo kot

IX) = c-[x-) + colxo) + e lx+), 9)

ter uporabimo zveze za premikalne operatorje
L_|x1) = hV2|x0)
L-|xo) = h2|x-)
L |x)=0

ter za Ly analogno, in vse skupja vstavimo v (8) dobimo sistem enacb

2
700 Sin¢+ Cq COS¢ = C4+

g(c, +cy)sing = ¢ (10)
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5 0 sing —cycosp =c_.
Srednja enacba je odve¢, uporabni sta le prva in zadnja, ki dasta

¢

sin ¢

Co
_ = ="t
¢ 1—cos¢ \/§aD2

L Smo e 19
T 14cose V2 2

Koeficient ¢y dobimo iz normalizacije |x)
co = ﬁcosgsing

iz Cesar sledi

c_ = sin® %
cy = cos? % (11)
Dobili smo ¢asovni razvoj valovne funkcije, ki je resitev nasega Hamitoniana
Ix(t)) = sin® §|X_>efiwt +v2cos g sin §|Xo> + cos? §|X+>ei“t, (12)

iz katere lahko izracunamo Zeljene pri¢akovane vrednosti.

4 Pricakovane vrednosti komponent operatorja vrtilne koli¢ine

Zanima nas, kako se obnasajo vse tri komponente vrtilne koli¢ine v danem mag. polju. Ni¢ lazjega,
izracunati je potrebno naslednje pri¢akovane vrednosti

(La(t)) = (X()|Lalx (1)),

kjer je indeks a = z,y, 2.
Ob uporabi zvez R R
(Le) = Re(Ly)

(Ly) = Im(L+),

naj bralec sam za vajo izra¢una pri¢akovane vrednosti.

Rezultati so R
(Lg) = hsin ¢ cos wt

(L,) = —hsin ¢sinwt (13)
(L.) = hcos ¢.

Iz (13) je razvidno, da vrtilna koli¢ina precedira okoli magnetnega polja z Larmorjevo frekvenco
w = ’yBo.
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Vrtilna koli¢ina 11

Matej Podergajs, 28030214
6. maj 2008

1 Naloga:

e Zapigi operator, ki transformira valovno funkcijo v podprostoru [ = 1 iz
baze lastnih funkcij operatorja L, v bazo lastnih funkcij operatorja L
kjer je kot med osema z in 2’ enak ¢.

e Delec z vrtilno koli¢ino [ = 1, ki se giblje v krogelno simetri¢nem potenci-
alu, je v stanju m = 1. Ob t = 0 vklopimo homogeno magnetno polje v
ravnini zz pod kotom ¢ glede na os z. Ob ¢asu 7/wy, (wr, je Larmorjeva
frekvenca) izmerimo projekcijo vrtilne koli¢ine delca na os z. Koliksna je
pricakovana vrednost meritve? S kolikSno verjetnostjo dobimo katerega
od moznih rezultatov meritve?

2 Resitev:

Imamo delec, ki ga ob ¢ = 0 predstavimo z valovno funkcijo [11), kar je v
vektorskem zapisu ( 1 00 ) Njegova vrtilna koli¢ina ob ¢t = 0 kaze v z
smeri (os z koordinatnega sistema, ki ga oznafimo brez Crtice, smo usmerili
tako, da kaze v smeri vrtilne koli¢ine delca ob ¢ = 0). Definiramo koordinatni
sistem s ¢rtico, ki ga dobimo z vrtenjem koordinatnega sistema brez Crtice za
kot ¢ okrog osi y. Ob ¢ = 0 vklopimo zunanje homogeno magnetno polje z
gostoto By, ki kaZe v smeri osi 2’. Casovni razvoj valovne funkcije za t > 0 je
[11,2) = —sin?(p/2)|1 — 1)'e~""Pot 4 (1/+/2) sin ¢|10)’ — cos?(p/2)|11) eV Pot,
Za izpeljavo glej nalogo Vrtilna koli¢ina I.

Transformirajmo valovno funkcijo v podprostoru ! = 1 iz baze lastnih funkcij
operatorja L, v bazo lastnih funkcij operatorja L, (transformacijo delamo, ker
znamo |11,¢) razviti po lastnih funkcijah operatorja L/, po lastnih funkcijah
operatorja L, pa ne). Pri tem je kot med osema z in 2’ ter med z in 2’ enak ¢,
osi y in ¢’ pa sovpadata. To transformacijo opravimo s tole funkcijo operatorja:
¢i*5® . Operatorja L in ¢ sta v koordinatnem zapisu:

L=(L, L, L.),
e=(0 ¢ 0).

. L
Transformacijo valovne funkcije torej opravimo z funkcijo operatorja e’ s , kijo
moramo razviti v poten¢no vrsto, da z njo lahko delujemo na valovno funkcijo:

) ) 2 . 3 . 4 . 5
1 #Ly ioL, 1 (ipL, 1 (ipL, 1 (ipL, 1 (ipL,
=1 — = — = .
cr e Tals ) Tale ) Talw ) Tale ) T
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L, zapisemo z L in L_, za katera vemo kaj naredita z lastnimi funkcijami
operatorja L,:

Ly =L, + Ly,
L_ =L, —1iL,,
torej
Ly —L_
L,=——.
v 2i
Delujmo z operatorjema L, in L_ na lastne funkcije operatorja L, v podpro-
storu [ = 1:
L+‘11> = 07

Ly |10) = V2R|11),
L1 —1) = v25|10),
L_|11) = V2R|10),
L_[10) = V2h|1 — 1)
L_|1—1)=0.

Operator lahko zapiSemo kot matriko, valovno funkcijo kot vektor, delovanje
operatorja na valovno funkcijo pa potem zapiSemo kot mnoZenje matrike in
vektorja. Matriko, ki predstavlja operator iL, /% v podprostoru [ = 1 zapisemo

takole:
11]%en1) (1122 )10) (11|%|171) L [o 1o
(10[£11) (1] [10) (10|21 —1) | =—5| -1 0 1
V20 -1 0

1121y (1 -1%210) (11221 -1)

N2
Delovanje operatorja ( ZLTJ> predstavimo s tole matriko:

-1 0 1
1
3 0 -2 0
1 0 -1
\3
Operator (%) predstavimo z matriko
0 1 0
1
— | -1 0 1/,
V2| o -1 0

ki se le za predznak razlikuje od matrike za iL, /h. Lahko zapiSemo:
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. 2 . 2 )
eiW‘,y = 1+ ZLJ+£2 ZLJ ,ﬁs ’LLJ ,ﬁ ZLJ +£5 71[179 +.
h 20\ & 3! h 44\ h 5! h
_ 1Ly, 3 P iL, 2 0?2t _
= ”7[*"*5*5*' ) ]
L L\’
= 1+%Sin +(%) [1—cosyp] =
1 0 1 0 1 -1 0 1
= 1+ —=sinp| -1 0 1 +§(1fcosg0) 0 -2 0 | =
V2 0 -1 0 1 0 -1
cos?(%) 5 sing sin2(52‘3)
= —% sin ¢ cos % sin ¢
sing(g) —\}ﬁsmzp cos?(%)

Sedaj lahko zapiSemo zacetno stanje valovne funkcije v sistemu s ¢rtico:

. .. 92
COISZ(%) %smw Sin (%) 1 00152(5)
—7225111@ cos ¢ J5sing 0= 7722511199
sin®(%) —% sing cos?(£) 0 sin (%)

Naredimo ¢asovni razvoj zaetnega stanja valovne funkcije v sistemu s ¢rtico:

cosz(g)e“""t
f% Sin.go
sin2(§)6_wm

,wr, = vBo.

Ob ¢asu 7/wy, je valovna funkcija v sistemu s ¢rtico enaka

—cos*(£)

- ;m %)

—sin”(%)
Sedaj gremo nazaj v sistem brez Crtice, saj ob ¢asu 7/wy, izmerimo projekcijo
vrtilne koli¢ine na os z. To storimo tako, da na valovno funkcijo delujemo z

(—@)L
funkcijo operatorja e* e , ki ga v matri¢ni obliki zapisemo kot

cos?(£) —% sin ¢ sin2(§)
L . 1
75 singp cos 73 sing
sinQ(g) % sing  cos?(%)
Pretransformirajmo torej valovno funkcijo v sistem brez ¢rtice:
1 .2
cos?(%) — 58y sin (%) —cos® (£) —cos?
a1 o1 1 I A
sin ¢ cos ¢ = sin g Zsing | = 75 sin2¢ |
sin2(§) % sing  cos?(%) —sin® (£) —sin?

vmes smo uporabili zveze med kotnimi funkcijami dvojnih kotov. Operator L,
v podprostoru [ = 1 zapi§imo kot matriko:

(1|L,|11)  (11]L.[10)  (11]L.|1 —1) h o 0
(10|L.|11)  (10/L.[10)  (10|L.J1—1) |[=]|0 0 ©
(1= 1|L.J11) (1 —1|L.[10) (1 —1|L.|1 —1) 00 —h
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Izra¢unajmo pric¢akovano vrednost projekcije vrtilne koli¢ine na z os:

—cos? @ h 0 0 —cos?
—% sin 2¢ 0 0 0 —% sin2¢ | = hcos* p—hsin® p = hcos 2¢.
—sin? ¢ 0 0 —h —sin? ¢

To bi tudi klasi¢no pric¢akovali. Vendar meritev ne da pri¢akovane vrednosti,
ampak eno od lastnih vrednosti operatorja L.. Verjetnost, da pri posamezni
meritvi izmerimo eno od lastnih vrednosti operatorja L, so:

P(L, = h) = cos* ¢,
1,
P(L,=0)= 5 sin (2¢),

P(L, = —h) =sin¢.

Dobimo jih, ¢e kvadriramo absolutno vrednost koeficientov (pri nas so ti ko-
eficienti realni in jih le kvadriramo) v razvoju naSe valovne funkcije ob ¢asu
t = m/wy, v sistemu brez ¢rtice. Pri tem P(L, = h) pomeni verjetnost, da pri
meritvi projekcije vrtilne koli¢ine delca na os z izmerimo vrednost h.
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Delec s spinom

Eva Grum

6. maj 2008

Naloga Imamo delec s spinom 1/2 (S, = £1/2) in i8¢emo funkcijo, ki je lastna funkcija spina ne glede na
smer v prostoru (1) oz. v Diracovem zapisu S- 7 | ¥) = £ | ¢). Se pravi istemo funkcijo 1.

Opomba: zaradi enostavnosti sem pisala vse h prec¢ne kar s h.

Najprej si poglejmo kako na vektorje nase 2D baze Hilbertovega prostora, ki jih oznatmo z | 31) =[t) in
| 254 =) delujejo doloéeni operatorji:

S =MSE+DM=EM  SM=5M S W=F W

StIh=0 ST =nINSTH=0 ST =hl

Najprej resimo problem v Diracovem zapisu in tukaj lahko zapisemo funkcijo ¢ kot | ¢) = A |1) + B |}) oz.

A ~ . - e . .
P = ( B ) Ker nam lahko vektor 7 kaze v vse smeri v prostoru, ga zapiSimo v sferi¢nih koordinatah in

cos @ sin ¥ Sz
vektorS zapisimo po komponentah: 7 = | singsind | inS=| S,
cos S.

Zapisemo .
S x i = Sy cospsintd 4+ Sy sinpsind + S, cos

Ne poznamo delovanja operatorjev S; in S, zato ju poskusimo nadomestiti z operatorjema St in S~. Izrazimo
ju iz zvez St = S, +iS, in S~ = S, — iS,. Dobimo S, = (ST +57)in S, = —L (5T —57). Izraza
uporabimo v zgornji enacbi in dobimo
~ 1 i
S0 = 3 (S+ + S_) cos psind + % (S+ — S_) sinpsind + S, cos ¥ =
1ot .. 1o . ..
55 sin ¥ (cos p — isin p) +§S sin? (cos p + isin @) +5, cos ¥ =
— —
o—iv o
sind ., _
T(S e ¥+ 87e?) + 5, cost

ReSujemo osnovno enacho

(Sigﬂ (Ste ™ + 5 e®) + 8, cosq?) (AN +BN) = g (A +BH)
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Zdaj uporabimo povezave o delovanju operatorjev zbranih na zacetku in ven dobimo
(Acos? + Be ™ sind) |1) + (Ae*? sind — Beos?) [1) = A1) + B [})
Ker sta spina neodvisna imamo sistem dveh enacb
Acos®? + Be ¥ sing — A =0
Ae'?sin — Beost) — B =0

Zapisemo z dvojnimi koti

9 : 9 9
—2A (sin2 5) + 2Be™ "% sin 3 cos 5= 0

. 9
—2B ( cos? Q + 2Ae " sin g cos ﬁ =0
2 2 2

Enacbi, ki smo ju ustrezno pokrajsali razpiSemo v sistem matrik

—sin g cos ge*“’" AN (0
sin e —cos ¥ B ) \0
L9 —ip

cos Ze s . ;
si; 9 ) oz. nasa resitev je | ¢) = cos 3 |1) +sin ' |]).
2

Iz sistema vidimo, da sta < g ) = (

Zdaj pa reS§imo ta problem e s Paulijevimi matrikami, ki so povezane s opertorjem S na slede¢ nafin:

Oy
g o ¥ o 1 1
S = %c_r', kjer je ¢ = 0y |. Posamezne komponente pa so sledece o, = ( 0 _01 ), Oy = < (1) 0 ),
o,
oy = ( (Z) _Ol . ZZapiSemo naSo zacetno enacbo zdaj s temi matrikami:
%\ (AN h(A
2|\ % )"\ B ) T2\ B
0z
0 1)
1o cos p sin ¥

0 —i . . A A
(i 0 ) sin p sin ¥ (B):(B>
10 cosv
(5 5)

cos v cos ¢ siny — isin @ sin ¥ AN\
cos psin ¥ + i sin p sin —cos? B )

cos?  sinde AN [ A
sinve’®  —cosd B ) \B

Pridemo do iste enacbe, kot pri prvem postopku. Nadaljujemo z razpisom na dvojne kote in reSevanjem sistema.
Resitve so enake, kot smo jih nasli ze zgoraj.

A\ _ [ cosBeiv
B ) sing

) 9,
| 1) = cos ) [1) + sin 56“" [4)-

OZ.
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Kvantna mehanika domaca naloga.nb SPIN 2, Matic Ocepek

Kvantna mehanika
Domaca naloga
april 2008

Matic Ocepek

Spin IT

NALOGA:

Gibanje elektrona v dvodimenzionalnem elektronskem plinu opisuje Hamiltonjan
-2

Hp = P
2m
kjer je P = (Px,Py) s Px=-ih aiin py = -ih aioperator gibalne kolicéine delca.
x b4
Dolo¢i lastne energije in zapisSi lastne funkcije elektrona v dvodimenzionalnem
elektronskem plinu!

V nekaterih sistemih igra pomembno vlogo tudi sklopitev med tirno in spinsko

vrtilno koliéino elektrona. Take sisteme opiSemo z Rashbinim Hamiltonijanom
a2
H= = 4+ X (0xpy - 0y Px) -

kjer sta o4 in Ty Paulijevi matriki.

KaksSne so lastne energije in lastne funkcije elektrona, katerega gibanje opisuje
Rashbin Hamiltonjan? Namig: Kot nastavek uporabi spinor

zll(._r‘)=(:) eik?, kjer je T = (x,y) polozaj delca.

V katero smer je obrnjen spin elektrona v lastnih stanjih, ki jih opisuje zgornji
nastavek?

RESITEV:

Pri nalogi bomo potrebovali nekatere Ze znane koliéine

B odvoda gibalne koliéine

Px = -ih i
Ox

. l¢]

Py = -ih E

B Paulijevematrike

01
(2 o
o= %= (i _oi)

(o 2
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Ker je problemdvodimenzionalnimoraveljati tudi

2 2
26 26

ox2 oy?

p? =pi+p;=-h

ZapiSem Hamiltonko in vstavim zgornje koliéine

_)L(O -i (_j_ﬁ i)
i 0 ox

Ker sestevam skalar inmatriko,
moram prvi del enaébe pomnoziti Se z identiteto, da dobimmatriko

go 2 (::2 . :;2] -I+—iﬁ1[(g ;) : (%)‘(g _oi) ' (aix]]

2m
Enacbo pomnozim z identiteto in zapiSem po komponentah in uposStevam zvezo

H|¥>=E|¥>

in § je oblike
V- [A (f)]
B (X)

Kot rezultat dobim

B2 82 82 . -] El

“om oz taz) -iBA S emA L (A (f))_E A (D)
CiAA 2 _ma o _m e & B ) (B@
BRA - - B o — (ax2 + ayz) () (T)

2 Dmatriki na obeh straneh pomnozZzim in dobim 2 parcialni diferencialni enacbi II. reda
n? 82 62 o le] ] R R
+ — A(r)+A(—iﬁ—+h—)B(r)=E-A(r) (1)

Ox2 ay? oy ox

2 ['h o .n2 ]A (%) ® (& o B () =E-B () (2)
- ih — +h — r) - + r) =E-. r
o] ox 2m | 8x2 9y?

Za reSevanje uporabim spinor nastavek
A () = Atk ®

B (%) = Betk?®

Ce odvajamnastavkapox iny

o
— A () =iks A (D)
ox
0 - -
— B () =ik, B (%)
oy
in druga odvoda
32
2 _ 12 =S
on? A (T) = -k A (Y)
2
3y _ 12 N
oy? B (¥) = -ki B (¥)

ker je problem 2 D velja tudi k2 + k3 = k?
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Nastavka nesem v enacbi (1) in (2) in sproti pokrajsam

Se ekponente na obeh straneh rezultat sta navadni enacbi
2
+

k? A + Ak, B + iAlik, B=E - A
2m
2

a
Ahky A - Adhky A + 2 k’B=E-B
m

Spet sestavimmatriko

2 (k2+k2)  BRA (~iky + ky)

(A E A
: . 2 ’ B) = '(B)
A (-iky - ky) 2”—“ (K2 + k2)
Uvedem polarne koordinate :
y
A
» X
kx =k - cosop
ky =k - sing
n? k2 . —ip
T ikhre ) (A) -E. (A)
-ikhael?  ZX B/~ B
2m
PoisS¢em determinanto tega izraza
H A E A H-E-I A 0 3
(B)'(B)=(")'(B)' 3
72 k?
-E = +Ahk
2m

Izrazimenergijo elektrona
72 k?
E-= 7 Ahk
2m
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To energijo sedaj uporabimv enac¢bi (3) da dobim Se lastne funckije elektrona
Ker sta za energijo elektrona dve mozZnosti (plus inminus), resSujemvsako posebej

ENERGIJA S PLUSOM

B2 k2
E= + Ahk
2m

-amk  ikhxe (A) -0
-ikhxe!®  -amk B

Lastna vektorja tega izraza sta

A 1 [ 1 ]
(B) - ,\/? _jel?
iz Gesar lahko zapisSemprvo valovno funkcijo ¢, za elektron
¥ 2 I t)-sin— el | 4y
, = cos — -sin — e
2 2
ENERGIJA Z MINUSOM

n? k2

2m

E= - Ahk

Ank  ikhie ™ (A) -0
-ikhxet? Ahk

Lastna vektorja tega izraza sta
(A) 1 [ 1 )
B/ 7 \ie'?
iz Gesar lahko zapiSemdrugo valovno funkcijo . za elektron

¥ ° | 1) +si 0 1)
_ = COs — + s1in — e
2 2
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Spin elektrona v lastnih stanjih je po zgornjih nastavkih pravokoten na valovni vektor k ,
kar je razvidno s slike

v,

b bl
Za kota semuporabil 8 = ; ing =09+ ; .
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DOMACA NALOGA IZ KVANTNE MEHANIKE
Vladimir Radulovic¢
vp. §t. 28030220

1 Naloga

Za sistem dveh delcev s spinom 1/2 velja:

h
Sult) = W)

h
Sul¥) = 510)

Koliksna je verjetnost, da ob meritvi velikosti celotnega spina sistema delcev izmerimo
vrednost 07

2 Resitev

Gornja pogoja lahko povemo bolj preprosto. En spin kaze v smer z, drugi pa v smer .
Glavna os kartezi¢nega koordinatnega sistema bo kot ponavadi os z. Stanja bomo loc¢evali
glede na velikost skupnega spina in njegovo komponento v smer z.

2.1 Baza

Vsak izmed spinov je lahko glede na os z obrnjen gor ali dol. Za sistem dveh spinov so
torej mozna Stiri produktna stanja:

P2 RO A R A% (1)

Za ta stanja velja, da je njihova skupna z-komponenta spina kar vsota z-komponent spina
za posamezna stanja:

Sz|X1X2> = [Slz + SzzHXle) = [Slz’X1>HX2> + |X1>[Szz|X2>] =
(A |[x1)]Ix2) + [x1) [ima|x2)] = Alma + mo][xix2) (2)

V gornji enachi sta x; in 2 lahko 1 ali |, operator S;, deluje le na spinski del valovne
funkcije prvega delca, operator S, pa le na spinski del valovne funkcije drugega delca.
Stanja, ki sestavljajo gornjo bazo imajo dobro doloc¢eno z-komponento spina. Da lahko
problem resimo, bomo potrebovali tudi bazo z dobro doloc¢eno velikostjo spina. Stanja, ki
to bazo stestavljajo smo vajeni pisati kot |sm), kjer s nam poda velikost skupnega spina
in m njegovo projekcijo v smer z. Za to bazo velja naslednje:

m = mj-+ me
s = |s1— sa|,|s1—s2| +1,..., |51+ s2]

S.|sm) = hm|sm)

S2|sm) h?s(s +1)|sm) (3)
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Povezava med produktnimi stanji in stanji v notaciji |sm) je sledeca:

1,1) © | 1)

Loy o % 1)+ 1))
L1 e )
1
0.0 e Sl (4)

K temu se bomo vrnili kasneje.

2.2 Zacetna valovna funkcija sistema

I5¢emo splosno valovno funkceijo sistema dveh spinov |¢). Doloé¢ili jo bomo tako, da bomo
zapisali njeno najbolj splosno obliko, oz. linearno kombinacijo baznih funkcij, nato pa
upostevali zadetna pogoja za projekeiji spinov. Nastavek za [¢)) je:

) = al 11) + bl 1) +c[ 1) +d| L) (5)

Operatorja S, in Sy, bomo izrazili z zniZevalnim in zviSevalnim operatorjem za spin.
ZapiSeta se takole:
Sy =[Sy £1i5,], (6)

kjer + oznacuje zviSevalni operator, - pa zniZevalnega. Izrazava S, in S, se torej glasi:
1
Sx = 5 [S+ + S,]
S, = 5[5~ 5] (7)

Delovanje znizevalnega in zvisevalnega operatorja podaja formula:

Selsm) = Rl +1) —m(m£1) |s,m=1) (8)

Najprej izra¢unamo stanja, ki jih dobimo, ¢e z operatorjem Sy, delujemo na spinski del
valovne funkcije za prvi delec, torej na stanja | 1) in | 1), ter z operatorjem Ss, na spinski
del valovne funkcije za drugi delec, torej na stanja | 19) in | |2) (Stevilka v indeksih se
nanasa na delec). Imamo:

1

1 11 1
Sl 1) = B} [S++S-][ 1) = §S—| ) = 55_ ’5, §>1 =

A1) B
- 31+1 lra) kel e ©
Sulh) = F18:+S014) = 38: ) = 384 [5.-3) =
- Z 11l 2)msly 2= (10)
Sl 1) = i[s+—5_m>=—%s_|¢2> fs_\z 2=
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1 1 1 1 1
Sulde) = 5:18s =)o) = 32l da) = 384 |7, —3) =
h |3 h|1 1 ih
-l (9)z [ ahale 2T @

Sedaj lahko uporabimo zaletne pogoje in dobimo zaetno valovno funkcijo:

h h
Sualth = lal 1)+ L) el 1)+l 1)) = D) (13)
h h
Soyl) = 5 lial 1) —ab| 1) +icl W) —id| ID)] = 5[¢) (14)
Iz prve enachbe zgoraj sledi:
a=c b=d, (15)
iz druge pa:
ia=1" (16)
Sedaj lahko zapiSemo valovno funkcijo [t)):
W) = all 1)+l 1)+ [ 1) + 1] )] (17)

Dolociti je treba Se konstanto a. To bomo naredili s pomo¢jo normalizacijskega pogoja

(Yl) = 1:

W) = @[ 1) =i 1)+ 41) — [ L)] x
x \T> Hil T I +Hil )] =a®[l+1+1+1] =4a> =1

= a=§ (18)

Sledi, da je iskana valovna funkcija ¢ enaka:
1
S U+l 1)+ 140+l W) (19)

2.3 Verjetnost, da je ob meritvi skupni spin enak 0

Da ugotovimo, koliksna je ta verjetnost moramo ravnokar dobljeno valovno funkcijo izraz-
iti s stanji |lm). V predprejsnjem odseku sta zapisani obe bazi in zveze med njima. Stanji
| 1) in | J)) sta ekvivalentni stanjima |1,1) in |1, —1), stanji | 1)) in | }T) pa izrazimo s
stanji |1,0) in |0,0) na slede¢ nadin:

) = Hl 0) +10,0)]

SRR

) = [11,0) =10,0)] (20)

[t)) se v bazi |sm) zapiSe takole:

[¥)

[|1,1> 1,0+ 10.0)] + 7n1 0) - |o,o>1—¢1,—1>]

(1 +1)]1,0) +

I
N~ N

S-Sl

[|1, 1)+ (z —1)]0,0) — 1, _1>} (21)

3\
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Edino stanje za katerega velja, da je skupni spin enak 0, je stanje |0,0). Valovno funkcijo
|t)) imamo izraZeno s stanji, ki imajo dobro dolo¢eno velikost skupnega spina; verjetnost,
da bomo izmerili ravno stanje s skupnim spinom 0 je absolutni kvadrat koeficienta v
razvoju |¢) pred stanjem |0, 0):

2
1 1
=—li—-1==-

3 1 (22)

1
P(skupni spin = 0) = ‘(z —1)
2v2
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1 NALOGA 1

Domaca naloga iz kvantne mehanike: Spin III
Luka Santelj

1 Naloga

Za delca s spinoma 1 in 3 / 2
1. zapisi produktno bazo in

2. izracunaj Clebsch-Gordanove koeficiente za razvoj baznih funkcij z dobrim celotnim spinom
in celotno z-komponento spina po produktni bazi.

Delec s spinom S; = 1 se giblje v potencialu delca s spinom Sy = 3/2. Potencial, ki ga cuti, je
odvisen od medsebojne orientacije spinov obeh delcev: V(z) = —Ad(x)S; - Ss. Doloci energije
in degeneracije vezanih stanj takega sistema.

2 Resitev

2.1 Produktna baza

Zapisimo najprej bazne funkcije dveh lo¢enih delcev, enega s spinom S; = 1 in enega s spinom
S bazne funkcije
1 [1),10), 1 =1)
3/2113/2),11/2), | =1/2),| =3/2)
Kjer smo v ket pisali le projekcije spina m,. Za sistem obeh delcev sestavimo produktno bazo,
kjer so bazne funkcije vsi produkti omenjenih stanj. Tako imamo 12 baznih funkcij:
|1,3/2)  [L1/2) |1,=1/2)  [1,=3/2)
10,3/2)  [0,1/2)  |0,=1/2)  ]0,=3/2)
| -13/2) [ -11/2) |-1,-1/2) |—-1,-3/2)

2.2 Clebsch-Gordanovi koeficienti

Sedaj bi radi zapisali razvoj baznih funkcij z dobrim celotnim spinom in celotno z-komponento
spina po omenjenih produktnih baznih funkcijah.

Kot vemo so za sistem dveh delcev dovoljene velikosti spina (ekvivalentno vrtilnim koli¢inam)
enake S = [S; — Ss, ..., (S1+ S2). Tako imamo v nasem primeru s spinoma 1 in 3/2 naslednje
moznosti S = 1/2,3/2,5/2. Za celotno z-komponento spina velja o¢itno m = m; + my in tako
imamo spet 12 baznih funkcij, kar je tudi prav.
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2 RESITEV 2

Bazne funkcije:

[1/2,1/2)  [1/2,-1/2)
15/2,=5/2) 15/2,=3/2) |5/2,-1/2) |5/2,1/2) 5/2,3/2) [5/2,5/2)
13/2,=3/2) [3/2,=1/2) [3/2,1/2) [3/2,3/2)

Kjer v ketu prvo stevilo predstavlja velikost celotnega spina S in drugo velikost celotne projek-
cije m.

Dve zgornji bazni funkciji lahko na mah zapisemo v produktni bazi. To sta funkciji, katerih
celotni spin 5/2 kaze v z smeri in kontra. Takrat sta seveda tudi oba spina obrnjena v z smer:

\é-fv ?nfl’\/
m m2

Sedaj ko poznamo razvoj dveh baznih funkcij si lahko pomagamo z operatorjem S_, ki nam
zmanjsa velikost projekcije spina za 1. Delujmo z njim na funkcijo | 5/2,5/2) :

S_15/2,5/2) = h/S(S+ 1) —m(m —1)|5/2,3/2) = V51 [5/2,3/2)

Seveda velja S_ = S;_ + S5, ker § = S + S5. Funkcijo |5/2,3/2) v produktni bazi dobimo
torej tako, da z operatorjem S_ delujemo na funkcijo |5/2,5/2) zapisano v produktni bazi,
|1,3/2). Upostevamo, da operator S;_ deluje le na projekeijo spina prvega delca in Ss_ le na
drugega, pa dobimo:

S 11,3/2) = (S1_ 4+ S,)|1,3/2) = h+/2]0,3/2) + h /3| 1,1/2)

Kot vidimo iz prejénje enacbe, moramo dobljeni rezultat Se deliti z hy/5 in imamo iskano
funkcijo v produktni bazi:

15/2,3/2) = /2/5[0,3/2) +/3/5]1,1/2)

Ostale tri funkcije z S = 5/2 bi izra¢unali po enakem postopku, za |5/2,1/2) bi delovali z S_
na pravkar dobljeni rezulat.

Nadalje lahko izra¢unamo razvoj funkcije |3/2,3/2). Vemo, da mora biti linearna kombi-
nacija funkeij |1,1/2) in |0,3/2), saj imata le ti dve funkciji vsoto projekcij enako 3/2. Ob
upostevanju pogoja, da mora biti rezulat ortogonalen na razvoj |5/2,3/2) zlahka pridemo do:

13/2,3/2) = \/3/5/0,3/2) — \/2/5]1,1/2)

Ponovno bi lahko ostale 3 funkcije poiskali s pomocjo operatorja S_.

Na podoben nacin bi poiskali Se razvoj dveh funkcij z velikostjo spina S = 1/2. V praksi
se seveda zgornjega zamudnega postopka ne uporablja in se razvoj dobi iz tabel Clebsch-
Gordanovih koeficientov.
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2 RESITEV 3

2.3 Gibanje v potencialu

Poglejmo si energije in degenericjo vezanih stanj sistema dveh delcev z omenjenima spinoma.
Hamiltonjan sistema zapisemo kot:

H=2 _)\5(z)5 -, A>0

2m

Skalarni produkt v hamiltonjanu lahko izrazimo s pomocjo operatorjev velikosti spinov kot:
S = (S1+ )2 =57+ S3+25 -5, = 51 G =3(5*— 57— S3)

Valovno funkcijo sestavljata produkt krajevnega |+ ) in spinskega dela | Sm Sy Sy ). Spinski
del zapisemo v bazi katere dobri Stevili sta celotni spin in njegova projekcija, saj so to hkrati
tudi dobre funkcije operatorjev velikosti posameznega spina. Delujmo zdaj na valovno funkcijo
z H. Upostevamo Se, da kineti¢ni del H-ja in delta potenciala delujeta le na | ), spinski del
potenciala pa le na | Sm S; Sy ). Dobimo:

HI)| SmSiSy) = £]w)| SmSiSy) + (=Ad(2) )| v)(S* = SF = 53)| Sm Sy Sy)

(82 =82 - 82)|Sm S, Sy) = (S(S+ 1A% — S1(Sy 4+ DA% — S5(Se + D)%) | Sm Sy Ss)

23/\

S stresicami smo dodatno poudarili, da gre za operatorje, v drugem delu pa za Stevila. Zapisemo
torej:

H|1/)>|Sm5152>:(%—5\6(:5))|1/)>|Sm5152)

Operatorja v oklepaju delujeta le na |4 ) in od sedaj naprej je reSevanje problema povsem
ekvivalentno problemu, ki smo ga resevali ze v nalogi Delta potencial. Vemo torej, da imamo
vezana stanja v primeru ko je A > 0. Vstavimo nase podatke, S; =1 in Sy = 3/2, v izraz za \:

S=1/2 = A=-3\n
S=3/2 = )::—/\hz
S=5/2 = =30’
Vezana stanja imamo le v primeruko je S = 5/2. To stanje 6x degenerirano, ker imamo 6
razlicnih projekcij spina, ki v enacbah ne nastopajo. Energija teh stanj je:

R2k2 3

Ey=-"5% " Kerje , ko=

2m

Izpeljavo si lahko pogledate v omenjeni nalogi.
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Perturbacija I.

Naloga

Anharmonski oscilator v prvem priblizku opiSemo s potencialom
V(X) = %kx2 +cx*

a) IzraCunaj popravke energij lastnih stanj v prvem redu perturbacije.
b) Izracunaj popravke energij v drugem redu perturbacije za anharmonski oscilator s potencialom

V(X)= L 4 o0
2
a) Izraéun 1. reda perturbacije za simetricni popravek harmonskega potenciala
1 1 2c
V(x)=—kx*> +ox* = =—kx*(1+ x>
(X) 5 5 ( " )

[opomba] Za c morajo veljati naslednje trditve, da je uporaba perturbacijske teorije upravi¢ena:

2c k

=X <<l C<<—X, c>0
k 2

Hamiltonijan za na$ problem je enak vsoti navadnega hamiltonijana za harmonski
oscilator in dodatnega prispevka H', ki vsebuje popravek potenciala V'.

H=H,+H' V'=cx*
Kjer je x0 tipi¢na dolzinska skala v osnovnem stanju harmonskega oscilatorja.
Energije n-tega lastnega stanja novega Hamiltonijana zapiSemo kot neskon¢no vsoto

perturbacijskih popravkov.

E,=E,+Ey+..=Ep+(nV'

Ny)+..

1
E,, =homnh+ 5)

Nas bo zanimal samo prvi red perturbacije, zato bomo izraunali matri¢ni element V'nn:

E, =(n, V'

Pri tem smo operator x” razdelili na dva operatorja x” zaradi laZjega ra¢unanja.
Za lazje radunanje operator x” zapisemo s pomogjo kreacijskih in anihilacijskih
operatorjev:

n,) = c<n0‘x4‘n0> =c(xn,|x’n, )

Ce ju sestejemo, dobimo:
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a’ra=22
XO

Ali ¢e izrazimo X:

X= [a+a*]

X<
=, 2

2

x> =20[a> +ata+aa +a”]

|

Spomnimo se samo Se, kaj predstvaljajo x0 in w:

/h ) /k
Xo =4/— in o= ,/—
M m

V nadalnjih racunih upostevamo pravila za delovanje kreacijskega in anihilacijskega
operatorja na lastna stanja harmonskega oscilatorja:

a’[n)=vn+1n+1)

aln) =n|n-1)

a*|n)= aviln - 1) = Ja@ Dl - 2)
a?[n)=a"Vn+1n+1)=(n+2)(n+1)|n+2)
a‘aln)=a’"+/n[n-1)=n|n)

aa “|n)=avn+1|n+1)=(n+1)n)

S temi pravili lahko izraCunamo najprej vrednost izraza:
2 2
x*|n), :X?"[a2 +a‘a+aa’ +a"|n), :%[w/n(n—l)\n—2>+n\n>+(n+1)\n>+w/(n+2)(n+1)\n+2>]
2
x*|n), =%[./n(n—l)\n—2>+(2n+l)\ n)+./(n+2)(n+1)\n+2>]

Ko ta rezultat mnozimo s samim seboj, nam zaradi ortonormiranosti baznih funkcij ostanejo le
tisti ¢leni, kjer dobimo produkte enakih stanj:

o(x*n,[x*n, ) = C)f[n(n—l)+(2n+1)2 +(n+2)(n+1)]=

X Xq
CTO[HZ —n+4n*+4n+1+n’ +3>n+2]:c?°[6n2 +6n+3]

Energija stanja naSega anharmonskega oscilatorja je torej v prvem redu perturbacije
enaka:

4
E.= 1‘1a)(n+%)+c%°[6n2 +6n+3]
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b) Izradun 1. in 2. reda perturbacije za kubi€¢ni popravek harmonskega
potenciala

V(X) = %kx2 +cx’

Ker je potencial lih in ker vemo, da so kvadrati valovnih funkcij sode funkcije, bo
popravek k energiji prvega reda perturbacije enak ni¢. Izracunajmo torej popravek
drugega reda.

Popravek energije v drugem redu perturbacije izraCunamo takole:

(nyvim, )|

=X

Matri¢ne elemente v Stevcu vsote izracunamo splo$no s pomocjo kreacijskega in anihilacijskega
operatorja:

(n\V |m) = c<xn‘x2m>

Resitev drugega dela (x”m) poznamo Ze od prej, re§imo $e nov, levi del:

[xn) = [M\nﬂ +nn-1)]

Zdaj lahko zapiSemo produkt, ki vsebuje 6 razli¢nih ¢lenov (3x2):

ymm-=D(n+1(n+1m—2)+2m+Dvn+1{n+1m)+
+Mm+2)m+D(n+D{n+1m+2)+/mm-Dn(n-1m-2)+|=
+m+DVn{n=1m)+/(m+2)(m+DHn{n—1jm+2)

<

m) = c<xn‘x2m> =

Sedaj upostevamo Se ortogonalnost funkcij:
(n[m) =6y,

in tako dobimo:

\/(n +3)(n+2)(n+ 1)5m ns T 2N+3)An+ 1§m,n+1 +

(nVim)=c 2)\(/35 +J(+Dn(n+ 13, +/(+DNns,, ., -

+(@2n-DVns,, ., +4/(n—1)(n-2)ns,,,
2 (43N +2)(+ D)8, +BN+3WN S, +
ZJ_ +3nNG,,, +4/(N=1)(N-2)n5,,, 4
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Za kon¢ni izracun vsote moramo vnesti $e lastne energije nezmotenega harmonskega oscilatorja,

ter nato zapiSemo konc¢ni popravek energije v drugem redu perturbacije:

- ¢ X—‘?[30n2 +30n+11]

8hw

Celotna energija je tako:

[(n+3)(n+2)(n+1) L GnedPnen

ha)l —ho(3+ l) ha)l— ho(l+ l)
2 2 2 2

on’ N (n—=1)(n-2)n

+

3

1 1 1 1
ho——ho(-1+—-) ho hao(=3 +—
5 ( 2) ( 2)_

: Lo X o
E'\ = ho(n+-)—c>—"[30n? +30n+11]
2" %o

Perturbacija
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Zanima nas, kako se spremeni energija osnovnega stanja vodikovega atoma,
Ce ga postavimo v elektricno polje E, ki kaze v smeri osi é,. V polju je hamil-
tonian za atom oblike

P2 &2
H=—-— —eEz=Hy+ H'.
2m  4dmegr

Za nezmoteni atom imamo 2 degenerirani stanji:
n=1 =0 m; =0 ms::l:§

V prvem redu perturbacije dobimo 2x2 matriko

(5 %),

kjer sta izvendiagonalna elementa 0, saj je dodatni potencial H neodvisen od
spina (to pomeni, da je spinski del valovne funkcije e vedno dober; ker pa zanj
velja ortogonalnost, so integrali delta funkcije, ki dajo 0 za funkciji z razliénim
spinom). Isti argument velja za enakost obeh diagonalnih elementov, ki ju
razpiSemo v sfernih koordinatah;

A= [ Rip(r)Yyp0,0) z  Riol(r)Yoo(d,¢) 0
parnost : 1 -1 1 = -1

Gornji integral je integral po lihi funkciji, saj ima parnost —1 - parnost lastnih
funkcij nezmotenega sistema je (—1)!, parnost z pa o¢itno —1'. Torej so vsi
cleni v prvem redu perturbacije enaki 0, kar pomeni, da gledamo drugi red.

Za drugi red perturbacije racunamo energije stanj po formuli

!
(2 _ (p|H'l)* © _ Eo
£, Z E(o) E© By = n2
P#q 1’
Im|eEz|100)|?
E§2) — Z |(nlm|eE=| - )| Ey = —13,6¢V
n>1,l,m EO (1 - ﬁ)

Z enakim argumentom kot pri prvem redu smo se znebili spinskega dela (delta
funkcija v integralu). Podobno ugotovimo tudi za m = m; (dokaz pri prejsnji
vaji); vsa stanja, ki dajo neniceln integral, imajo m = 0. Ko upoStevamo Se
parnost (kot pri prvem redu), pa dobimo pogoj za lih I; (—1)!(—1)(—1)° mora
biti enako 1, da funkcija ni liha (in njen integral potemtakem ni 0). Torej

5 |(nl0]eEz|100)|?
E§ )= Z Ey(1-%)
n>1,llih 0 n?

Za to vsoto sicer obstaja analiti¢na resitev, vendar bomo mi raje naredili le
njeno oceno, kar je lazje, da pa Se vedno dovolj dober rezultat. Hitro vidimo,

ILiha funkcija ima parnost —1, soda pa 1.
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da seStevamo negativne cClene - Stevec je pozitiven zaradi absolutne vrednosti,
imenovalec pa je negativen, ker je Fy negativen. Ce torej vzamemo samo prvi
¢len vsote, dobimo zgornjo mejo (naprej pristevamo samo negativne vrednosti);

915
B [ B3, (0)¥5(0,0)2ua(r)¥an(0. ) = | 2rg B
17,2 2,.2
2 o 2 e B ry

(El )zgorn_]a - 311E0

Za oceno spodnje meje, pa najprej ugotovimo, da imenovalec v vsoti z narascajocim
n raste (n—l2 pada proti 0, (1 — 712) pa raste proti 1). Ker ¢lene delimo z vedno
vedjim Stevilom, so le-ti po absolutni vrednosti vedno manjsi. Ce torej vse clene
namesto z njihovim imenovalcem delimo z imenovalcem drugega ¢lena (ki je v
absolutnem manjsi od ostalih), bomo dobili v absolutnem veéje ¢lene v vsoti, ki
pa so negativno predznaceni in torej predstavljajo spodnjo mejo. Matemati¢no:

2 |{(nl0|eEz|100)?
B X TRG D)
n>1,llih 0 n?

=S |(nl0]eE2|100)]>  4¢*E?
- B (1-%) b

>~ |(ni0|z[100)?

n>1,llih n>1,llih

V tej vsoti pa nas ni¢ ne moti ¢e Stejemo zraven tudi clene, ki so enaki 0, tj.
¢lene s poljubnim [/ in m. Za spodnjo mejo dobimo:

(Ef))spodnja = 4;;2;072 Z \(nlm\z|100)\2
n,l,m

_ 4;;]?2 n%wmm1oo>(<nzm|z\1oo>)*
= 4;’2;;2 n%;n(nlmp\100)(2\100\nlm>

- 4;;]?2 n%(nlnﬂz\100)(100\ZT|nlm)
= % 7§%L<nlm|z\100)(100\z\nlm>

= 4;:?:2 n;ﬂ(lOOMnlm) (nlm|z|100)

_ 4§;E02 (10022[100) — %
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Naloga

Izratunaj popravke energij in lastne funkcije prvega vzbujenega stanja vodikovega atoma v
homogenem zunanjem elektri¢nem polju. Uporabi najniZji red teorije motnje, ki da netrivialne
rezultate.

| zracun

Zunanje elektricno polje orientirgjmo tako, da kaZe v smeri z osi: E=E éz Tedgj lahko
zapiSemo celoten Hamiltonjan elektrona kot:
2 2

H=2__
2m  4peyr

- €Ez =H, +V

kjer smo s Hp oznac¢ili Hamiltonjan nemotenega vodikovega atoma, z V = — eEz pa motnjo.
Resitve nezmotenega sistema Ho poznamo (glej prejsnjo nalogo) — lastne funkcije so

(rlim) =y (1) = Ry ()Y, )

kjer so R resitve radialnega dela stacionarne Schrodingerjeve enacbe, Y pa krogelne

funkcije.
V tej nalogi i&¢emo popravke prvega vzbujenega stanja— torej so moZna kvantna Stevila:
0 1/2
n=2, =, m= , s=1/2, m, = ,
1 -101 -1/2

To stanje je osemkrat degenerirano — uporabimo prvi red degenerirane perturbacije. Teh osem
stanj se razlikuje po kvantnih &evilih I, m in ms, zato bomo oznatevali stanja z |Imm).
Matri¢ni elementi motnje

(Imm|- el ening )

tvorijo matriko dimenzije 8 x 8, katere lastne vrednosti predstavljajo popravke k lastnim
energijam nezmotenega sistema, lastni vektorji pa so popravljene lastne funkcije prvega
vzhujenega stanja. Matriko shemati¢no razdelimo na &iri bloke:

00 1) LTy [107) [I=171) [[00]) [11]) [0]) Q-1
[00 1)
[11 1)
[10 1)
[1-171) 1. 2.
[00 ]} 3. 4,
[11 ]}
110 1)
[1-1])

I zraunati torej moramo 64 elementov! A ker je operator Ho hermitski (tudi matrika motnje je
tako hermitska), so elementi pod diagonalo kompleksno konjugirani svojim ustreznikom nad
njo — tako moramo izracunati le 36 elementov. Simetrija Hamiltonjana nam pove, da z
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dodatkom motnje postane problem valjno simetri¢en okrog izbrane osi z. Klasi¢no: z
komponenta vrtilne koli¢ine je konstanta gibanja, kvantno pato izrazimo s komutatorjem:

v.L]=0

Za L, smo namret Ze pokazali, da komutira s Ho, za komutator [L,,z|pa se je trivialno
prepricati, da je tudi enak ni¢ (L, 1 (xd, - yd,)). Torej smo prisli domzakljucka, da je tudi
slednji izraz enak ni¢:

(imm[v, L] entng) =

= (Immy[[VL, - LV]iénéng) =

= (ImmyV |L, I entng) - (LImm,V || enéng) =
= m&(ImmV || enéng) - mh(Imm,V || entng) =
=h(m¢- m)(ImmV Iéntng) =0

kjer smo upodtevali L) =L,. Koristna informacija za naSo 8 x 8 matriko: od ni¢ razli¢ni so le
tisti matri¢ni elementi, za katere velja m=m(! Podobno naredimo za komutator b/ éJ ki je
prav tako enak ni¢. Dobimo ven (Imm/V|[lénéng) =0 za m * m,.

Ne smemo pozabiti, da Hamiltonjan ne deluje na spinski del valovnih funkcij. Tako bodo
matri¢ni elementi, kjer imata funkciji razlicna spinska dela (kvadrant 2 in 3), enaki ni¢, saj

velja < _>:<_—>:0. Prav tako ugotovimo, da bosta bloka 1 in 4 enaka, sg je
FF=T=t

Za krogelno simetri¢en potencial V = V(r) imajo lastne funkcije dobro definirano parnost (t.].
sprememba predznaka pri transformacijir ® - r). Integrand oblike:

Cy :llmzy n¢¢rﬂd3r

ima tedaj parnost o¢itno p=(-1)' (- (- 1)'*= (- D'"'**. Upodevajmo Ze dejstvo, da je integral
funkcije z liho parnostjo po celotnem obmogju enak ni¢, in vidimo, da so tudi vsi diagonalni
matri¢ni elementi enaki nic.

Ce si ponovno ogledamo matriko motnje
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oo o O
oo o X

0 0

oo X O =
oo o o =

\ 0 0 /

vidimo, da je tako od ni¢ razli¢en le matri¢ni element
(00V[10) = (10V[00) = - €E(Y 1in2Y neendl’r

Ce raje zapisemo v krogelnih koordinatah:

(00V|10) = - €E( Ry (r)Yoo( j )r c0SIR,, ()Y, ,j )rsinddrdJdj

V racunu nastopgo sledece funkcije

2
(2r,)"?
1 r

1 r
R, (r)= ﬁWEeXP(' ZTb)

r
2r,

_ r
Ry(r) = @- 2Tb)eXIO(- )

1

Yoo ] )=E

Yo )= 4icos1

kjer je r, Bohrov radij. Integrala ne bomo racunali, povedali bomo samo reSitev. Konéni
rezultat je tako (00|V|10) = - 3eEr,. Ce 3e enkrat zapiSem sedaj na3o pomembno 4 x 4

podmatriko:
| ooy 1Ly 10 [1-17)
|00 1) 0 0 —3eErg 0
[11 1) 0 0 0 0
10 1} | —3eErg 0 0 0
[1-11) 0 0 0 0

Vidimo, da lastni stanji [11) in

1- 1> ogtaneta nespremenjeni, drugi dve pa se meSata. Za nas

pomembna matrika je torej:
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e 0 - 3eEr, §
§-3eErb 0 4

Zalastni vrednosti razberemo
I, =+3eEr,

s pripadajocima lastnima vektorjema

V, —iaelginv _iaég
T RE G T 2%,

Energijski nivo se nam toref razcepi na tri nivoje. Eden ohrani isto energijo in je tirikrat
degeneriran, eden linearno nara&ta, drugi pa pada z vedanjem jakosti zunanjega polja in sta

dvakrat degenerirana.

A .
— (]10) - 100 2 X
ﬁ(l ) - 100))

8 X 4 x

_(110) + 00)) 2
— X
V2 .

0 E

Slika: Degeneracija prvega vzbujenega stanja vodikovega atoma pred in po vklopitvi
Zunanjega elektricnega polja. Razlika med nivoji se spreminja linearno z vecanjem jakosti
polja
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Perturbacije 4

Jure Japel]
9. maj 2008

V tej nalogi si bomo ogledali, kaksne so lastne energije dveh delcev, od katerih ima vsak spin %,
obenem pa poznamo tudi Hamiltonian

H=J58+ WTB@B’. (1)
Primer je zanimiv, saj ga lahko resimo to¢no in prek teorije perturbacij. Najprej bomo obravnavali
prvo moznost.

1 Tocen racun

Torej, vemo da sta velikosti posameznih spinov 57 = % in Sy = % Magnetno polje naj bo majhno
(da lahko obravnavamo problem prek perturbacijske teorije) in naj kaze v smeri osi z. Sedaj lahko
Hamiltonian zapisemo kot

H = J§1§2+751za (2)

kjer za vepljemo konstanto v = %2 B. Iz vrednosti spinov vidimo, da obravnavamo problem dimen-
zije 4 (vsak delec vsebuje dve, celotno pa dobimo s produktom), mozni vrednosti celotnega spina
pa sta 0 in 1. Vrednosti vrednosti spinske vrtilne koli¢ine v z smeri so glede na vrednosti celotnega
spina 0, 1, 0 in -1.

Najprej obravnavamo prvi ¢len Hamiltoniana. Celotni spin lahko zapiSsemo kot S=5+5,in
prek kvadriranja tega izraza dobimo produkt spinov

g _ 1 2_§2>
5152_2(5 57 ) (3)

kjer smo Ze upostevali vrednosti spinov in relacijo S? = h%S; (S; + 1). Imamo &tiri bazne funkcije, ki
jih hotemo zapisati v produktni bazi. Z uporabo Clebsch-Gordanovih koeficientov dobimo naslednje

relacije:
1 1
00) = 5 1) = 5 1), (4)
1) = [t1), (5)
100 = 5 1)+ 7= 141). (6)
1-1)=[). (7)

Prvo stanje predtavlja singletno, ostala tri pa tripletno (torej degenerirano stanje). Sedaj lahko
delujemo na posamezno bazno funkcijo s Hamiltonianom. Najlazji primer bo enacba (6), kjer z
upostevanjem enacbe (2) izratunamo

- 1 h
HI|11) = (S +vS1.) [11) = (4Jﬁ2—|—’y2> 11). (8)

1
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Na podoben nacin za ostale tri primere dobimo

Jh? AR
Hil-1 =22 T 11
== (%= n-n. )
3 h
H [00) = —J52[00) + % 110}, (10)
1, h
H [10) = 72 [10) + 55 [00). (11)

Na tem mestu opazimo, da v enacbah (10) in (11) Se ne nastopajo lastne vrednosti, saj je bazna
funkcija sestavljena iz linearne kombinacije dveh. Lastne vrednosti za ta dva primera bomo dobili
prek izrac¢una determinante

3 732 h
_ZJhr - | b2 =0.
Y5 Jh°—F
Resitev, torej preostali lastni vrednosti sta
Jh? J\? n?
E——;iJ4(4L> +72j7 (12)

Sedaj se spomnimo, da obravnavamo problem za majhna magnetna polja, torej lahko recemo, da je
~ majhen in lahko enac¢bo (12) prek Taylorjevega razvoja prepisemo v

Jh? Jh? A2
E——4i(2+4j). (13)

Sedaj si poglejmo Se ra¢un prek perturbacijske teorije.

2 Resevanje s perturbacijo

Najprej si poglejmo prvi red perturbacije na primeru singletnega stanja. Ker z delovanjem S, na
bazno funkcijo dobim nazaj ortogonalne funkcije, sledi

E® = (00| S, |00) = 0. (14)

Torej si moramo pogledati drugi red priblizka

100]51: |SS:)[*

E? =
Ego — Esg,

55,7400

(15)

Sedaj opazimo, da bo od ni¢ razlicen matriéni element le (00| Sy, [10) = v%. Torej lahko popravek
zapisemo kot
2
i
—3Jn* —1Jn? 4T

Sedaj moramo izracunati Se popravek za tri degenerirana stanja. Torej moramo izra¢unati determi-
nanto matrike devetih elementov. Najprej napisimo matriko matri¢nih elementov

(16)

(11] Sy, [11) (11| S, |10) (11| ySy. |1 — 1)
(10]vS12 [11) (10[ vS:1- [10) (10] Sy, |1 — 1)
(1 —=1]7S1. [11) (1 —1]7S1. [10) (1 —1|~4Sy. |1 —1)

2
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14 |

-3/4 |

Slika 1: Spreminjanja lastnih energij dveh delcev s spinom % kot posledica spreminjanja polja.

Ce sedaj pogledamo, kaj naredi S;, na posamezen ’ket’ in upostevamo ortogonalnost funkeij,
vidimo da od ni¢ razlicna ostaneta le (11|7Sy, [11) = 2 in (1 — 1|45, [1 — 1) = —y2. Torej nam
matrike ni niti potrebno diagonalizirati. Sedaj primerjamo to¢ne izracunane vrednosti in pravkar

izracunane in vidimo da se ujemajo. Seveda smo tu degenerirana stanja izracunali le v prvem pri-
blizku.

Na koncu lahko shemati¢no prikazemo spreminjanje lastne energije z narascanjem polja (na y
osl je pravzaprav narisana %) Zagetne energije preberemo iz enacb (8) do (10). Nato dve stanji
linearno narascata ali padata s poljem, dve pa se spreminjata najprej paraboli¢no, nato pa pri velikih
poljih prav tako linearno.



112 Perturbacija




Del VIII

Casovno odvisna perturbacija

113






Casovno odvisna perturbacija 115

Casovno odvisna perturbacija

31. maj 2007

Naloga

Vodikov atom je v homogenem elektri¢cnem polju
E(t) = Eoryimy-

Koliksna je verjetnost, da je atom ob ¢ = oo v prvem vzbujenem stanju, ¢e je
bil ob ¢ = —o0 v osnovnem stanju? Pri katerem 7 je ta verjetnost najvecja?
Predpostavi, da je elektri¢no polje dovolj §ibko, da lahko uporabis perturbacijsko
teorijo.

Resitev

Hamiltonjan zapisemo kot vsoto Hamiltonjana nezmotenega sistema in ¢asovno
odvisne motnje v smeri osi z:

P’ e /
H= % — 471'507‘ — eE(t)z = H{) + H (t)7 (1)

kjer je
H'(t) = —eE(t)2. (2)

Casovno odvisno funkcijo prvotnega stanja lahko zapisemo kot vsoto stanj
[t >="cnlt)n,t > . (3)
n
Casovni odvod koeficientov novih stanj se glasi

em(t) = —%ch(t) < m | (Dt > . @)
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Zgornjo enacbo integriramo po ¢asu od —oo do poljubnega ¢asa t in dobimo

em(t) = ep(—00) — % / ch(t) < m,t|H'(t)|n,t > dt. (5)

—0o0

Nasa motnja je dovolj §ibka, da se s Gasom koeficient ¢, (t) ne spreminja veliko,
zato ga zamenjamo kar s ¢, (—00).

Ob ¢asu t = —oo je vodikov atom le v osnovnem stanju n = 1; [ = 0; my; = 0; my.
Projekcijo spina na os z (ms = :I:%) si lahko izberemo, saj potencial ne vpliva
na njegovo smer. Recimo da je atom na zacetku v stanju cp im;,m, = €1,0,0,1-
Pod integralom torej nimamo ve¢ vsote, temve¢ le en ¢len.

Ob c¢asu t = oo nas zanima prvo vzbujeno stanje n = 2; [ = 0,1; my; ms.
Projekcija spina se ne spremeni, torej ostane ms = 3.

-

i 1 1
CQ,l,mz,%(oo) = 02’11,"”7%(—00)—% / 61,0,0,%(_00) <2, lvml’ 57 t‘_eE(t)Z‘lv 0,0, §7t > dt.

—00

(6)
Na zaetku je bil atom le v osnovnem stanju, zato je prvi ¢len na desni ¢y ; ,,, 1 (—00) =
0 in 0110,0’%(700) =1.

i 1 1
Cay 1 3, (00) = —% / <2,lmi, 3t = eB()2[1,0,0, 5 t > dt. (7)

—00

Pois¢imo 3e velikost tirne vrtilne koli¢ine ! vzbujenega stanja. Ce hotemo, da
je integral razli¢en od ni¢, mora biti parnost izraza pod integralom enaka 1.

<2,0,my, 3.t = (=)' 2 = —1;]1,0,0,%,t >— (-1)°

= (-D)Y(=1D)(-1)° = (=) = | =lih

Ker lahko v naSem primeru izbiramo velikosti tirne vrtilne koli¢ine le med 0 in

1, je torej [ = 1.

Zaradi valjne simetrije velja [H', L] = 0 = h(mj—my) < U, mj|H'(t)|l,m; >=0

(izpeljano Ze pri vaji Perturbacija II).

Torej morata biti projekciji vrtilne koli¢ine obeh stanj enaki. UpoStevamo Se

Casovni razvoj in zapiSemo izraz pod integralom iz enacbe (7):

1 1 1 . ) 1

<2,1,0, 3. t}=eB(1)2]1,0,0, 5t >= —eB(t) < 2,1,0, §|el%ize_l%z\l,0,0, 5>
(8)

kjer sta By = —13,6eV in Eo = B1 = 7%13,66‘/ energiji osnovnega in prvega

n?
vzbujenega stanja vodikovega atoma.
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Enacbo (7) sedaj zapisemo kot

)
Eg—E;

i 1 1 .
04 (06) = 3¢ <210.5:(10.0.5 > [ BT (9)

h

Oznacimo w = Engﬁ . Izrac¢unati moramo integral kompleksne funkcije, ki ima

singularnosti v tockah +i7:
oo
E iwt
/ e (10)

[N
—00
Integral kompleksne funkcije po sklenjeni poti je enak vsoti residuumov v polih
znotraj zanke. Integriramo torej po celotni realni osi ¢asa. Da pot sklenemo,
imamo za integracijo dve moznosti, in sicer polkroZno po zgornji ali po spodnji
kompleksni polravnini. Ce izberemo spodnjo (¢(=%) = e“*) in pogljemo t — co
eksponent divergira. Na zgornji polravnini pa gre eksponent (e“() = ¢=vt)
proti ni¢, ¢e t — co. Za zakljuCitev integracije po sklenjeni poti izberemo torej
polkrog po zgornji polravnini.
Eoeiwt ) eiwt ) TZeiwt
————dt = Eg2miRes(——————)|ir = Eo2miRes(—————
1y2 t t — -
1+(3) (1+2)1=2) (t —ir)(t +i7)
2 jiwt
T e
= Eo2mwi(——)|ir = Eomre™ 7
0 ( (t + ’LT) )|LT 0

Braket izrac¢unamo tako, da integriramo po sferi¢nih harmonikih, ki jih sedaj
poznamo, operator z pa nadomestimo z r cos v .

)|i‘r =

! L 128
<2,1,0, §‘Z|1707 0, 5>= /R;lYl*orcosﬂR10Y00r2drdcpd(cosz9) = @\/57“13
(11)

Koeficient vzbujenega stanja po ¢asu t = co se torej glasi:

i 128 o
524,1,0,%(00) = ﬁeEoﬂ'%\/iT‘BTe (12)

Verjetnost, da se atom po Casu t = oo nahaja v prvem vzbujenem stanju pa je:

P(t=00,n=2)= \0271’07%(00)|2 =( ——\2rpre=*T)? (13)

Izra¢unajmo 8e, pri katerem 7 je ta verjetnost najvecja. Odvajamo verjetnost
P po 7 in poisfemo niclo (ekstrem od P):
dP eFom 128
&~ h e
Verjetnost doseze maksimum v tocki:
1 h
il

V2rp)?(2re T — 27we T = 0 (14)

(15)
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Casovno odvisna perturbacija VI

Luka Jeromel

14. maj 2008

1 Naloga

Imamo delec s spinom 1/2, ki je ob ¢asu ¢t = 0 v stanju |T). Je v homogenem
magnetnem polju B, v smeri osi z. Ob ¢asu t = 0 vklopimo sibko magnetno
polje v smeri osi x z velikostjo: B,(t) = Bzf. Zanima nas kaksna je valovna
funkcija ob casu t = 7.

2 Resitev

Hamiltonova funkcija taksnega delca je
H:%ﬂ@é)

Ker vemo da je B= (Bgcf, 0,B,) in S = (Sz, Sy, S:) lahko izvedemo skalarni
produkt in dobimo:

_gns
h
Ker je polje v x smeri mnogo manjse od polja v z smeri bomo za dolocitev
valovne funkcije nasega delca | 9, t) uporabili perturbacijsko teorijo. Najprej
oznacimo:

i (B,L3, + B.S.) (1)
T

_ 9B
h

Sedaj je hamiltonova funkcija v obliki:

Hy B.S.
H=Hy+V(t)

Poglejmo najprej kaj naredi operator Hy na valovni funkciji lastnih stanj
delca.

h
Ho [1) = %2 B2 1) = . |T)

1
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Hy|l) = -%EB u> —huw. |1)

Oznadili smo w,h = %.
Casovni razvoj funkcij lastnih stanj je torej:

1.2) =I1) exp (~i- 1) =1) exp (~iost)

11) =11) exp (—i221) =1} exp (ic-1

Lastna stanja tvorijo ortogonalno bazo z dimenzijo dve. Zato lahko po-
ljubno valovno funkcijo delca s spinom ena polovica razvijemo pa lastnih
stanjih. Torej je:

[, ) = Ci(8) [T, 8) + C1(t) [T, 1)

Iz teorije perturbacij dobimo enacbe za koeficiente v razvoju:
it
Omw:c«m—f/ (1t |V () 1. et @)
Cy(t) = C\(0) - <l tL V() |1, t)dt (3)

Ce hofemo izra¢unati koeficienta v razvoju moramo najprej izrac¢unati
matri¢na elementa. Zato bomo sedaj pogledali kaj naredi operator V() na
vsaki lastni funkciji posebej. Izrazimo S, z operatorjema S, in S_.

1
Sw - §(S+ + S,)
Izra¢unajmo sedaj tole:

V) 11,0 = 222 B,(s, +50) |1,

_gupt
h2 T

Pomnozimo najprej to z brajem (7,¢ |, da dobimo matriéni element za
izracun prvega koeficienta v razvoju. Ker sta funkeiji |T) in ||) ortogonalni,
je ta matri¢ni element enak ni¢. Ce upoStevamo $e zacetni pogoj C;(0) = 1,
dobimo za prvi koeficint enko.

Sedaj pomnoZimo to Se z drugim brajem (|,¢ |, upoStevamo Se zacetni
pogoj C(0) = 0 in dobimo:

—B,h |]) exp (—iw,t)

(Lt | V) 1,8 = g’;BB exp (— 2¢wzt):hww§oxp(—2wzt) ()
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Vpeljali smo novo konstanto w,.
Izracunajmo sedaj koeficient C'| ob ¢asu 7:

Tt
Ci(r)=0- iwz/o — exp (—i2w,t)dt

To preoblikujemo v brezdimenzijsko obliko ,tako da vpeljemo novo spre-
menljivko u = —i2w,t. Upostevamo tole zvezo [ e“udu = (u—1)e* in dobimo:

Wy

Cy(r) =

= 4w27'(1 — (1 4+ 2iw,7) exp (—i2w,T))

Sedaj lahko zapisemo valovno funkcijo nasega delca v magnetnem polju:

| ,2) =|1) exp (—iw,7) + 2

2
dw?T

(1 = (14 2iw,7) exp (—i2w,7)) |]) exp (iw,T)

Valovno funkcijo lahko zmeraj pomnozimo z nekim kompleksnim stevi-
lom, ki ima absolutno vrednost ena, in s tem ne spremenimo njene vloge. Se
zmeraj predstavlja enak delec v istem potencialu. Zato bomo naso funkcijo
pomnozili z faktorjem exp (—iw,7) in jo s tem vsaj malce polepsali:

[, ) =T +

Wy

46()37— (1 - (1 + inZT) €xp (_Z2wz7—)) |J/> exXp (21wZT)

=I1) + 4;“’57 (exp (2iw,7) — (1 + 2i0,7)) [1)

To funkcijo bi radi primerjali z funkcijo:

1) = cos(5) [1) + sin(5)e* |1

Tako bomo ugotovili, v katero smer je usmerjen spin delca v nasem poten-
cialu. Ker je to nekoliko pretezka naloga si jo bomo poenostavili in bomo
pogledali samo dva limitna primera.

2.1 w1l

Ta primer predstavlja situacijo, ko magnetno polje v x smeri vklopimo v zelo
kratekem casu. V tem primeru je v eksponentu zelo majhno stevilo, zato ga
lahko razvijemo exp (2iw,7) = 1 + 2iw,7 in dobimo:

Wy
2
4dw?T

| v, 7) =|1) + (1 + 2iw, 7 — (1 + 2iw,7) + ost.(w.7)%) |])

|4, 7) =[T)

Vidimo, da ¢e je sprememba zelo kratka se s spinom ni¢ ne zgodi.
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2.2 w,7>1

Wy

[, 7) =IT) + (exp (2iw.T) — (1 + 2iw.7)) [1) (5)

2
dw?t

V drugem koeficientu sedaj zanemarimo vse ¢lene, razen ¢lena —i2w,T.

wac
[9.7) =11 + o )
Sedaj izracunamo kota
e =1 — =0
U w w
in(=) = — Yo~ =L
sin( 2) 2w, W,

Kot ¢ je ravno kot med vsoto z osjo in skupnim magnetnim poljem g, torej
je smer spina enaka smeri magnetnega polja.



122 Casovno odvisna perturbacija




Del IX

“Path” integrali

123






“Path” integrali 125

Aharonov-Bohmov pojav

Simon Jesenko

17.6.2007

1 Naloga

Obravnavaj Aharonov-Bohmov pojav pri interferenénem poskusu z elektroni na dveh rezah.

2 Uvod

Do Aharon-Bohmovega pojava pride pod vplivom vektorskega potenciala Ana elektrone, ki potujejo
skozi prostor. Pojav jasno kaze, da so v kvantni mehaniki relevantni vektorski potenciali, A in ¢,
ne pa jakosti polj E in B, kot je to veljalo v klasi¢ni elektrodinamiki.

izvor

it ‘il i e i Pl S o i i PR il TRl i o stk TR, i S Sl Su ‘M ‘L i s il Il i o i il e o i b

Slika 1: Skica eksperimentalne postavitve
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Eksperimentalna postavitev je enaka kot za interferencni pojav vpada snopa elektronov na
dve rezi, s tem da je med dvema rezama postavljena "neskonéno”’dolga tuljava. Elektroni do
notranjosti reze nimajo dostopa, zato niso izpostavljeni magnetnemu polju. Raziskujemo vpliv
jakosti magnetnega polja v tuljavi na interferenéni vzorec na zaslonu.

Pojav obravnavamo s pomocjo ”path integrala”.

3 Resitev

Verjetnost, da se delec, ki je bil ob ¢asu ¢; na mestu x; ob ¢asu ¢ nahaja na mestu x3 je dolocena
z integracijo po vseh poteh,

K(x1,29,t1,t2) :/Dwe%s[m(m;

kjer je S[x(t)] akcija za posamezno pot v Casu od t; do tg,

Sla(t)] = /tz Lt.

t1
Lagranzijan L je definiran tako kot v klasi¢ni mehaniki, in se s Hamiltonijanom izraza kot
L(F,v) =p-v— H.
Zveza med hitrostjo in impulzom za delec v magnetnem polju se glasi

miv=p— €A,

Hamiltonijan pa

A
g PmeA
2m

Ce upostevamo izraz za Lagranzijan ter zgornji zvezi, dobimo

L= (mé+ed)i—m2 v =
2
mv? + edi— M2 Y = —m; vedT-V

Uvedemo novo spremenljivko I/, zanima nas namre¢ samo odvisnost Lagranzijana od vektorskega
potenciala - le ta je odvisen tega, skozi katero izmed rez se elektron giblje,

L'=L+eAv
Analogno postopamo tudi z akcijo,

to o 2
S'zt)] =S8 +/ eA-vdt =S —|—/ eA- ds,

t1 1

kjer smo integral po ¢asu pretvorili na integral od zacetne do konéne tocke.
Propagator sedaj razdelimo na propagator po vseh poteh skozi eno rezo in po vseh poteh skozi
drugo rezo,

K'(z1,29,t1,2) = K1 + Kj = / {Dxe%“[x“”*fff e/“ﬂ + / {Dxeﬂs[x(m*fﬁf eAds)|
1 2

2
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Del path integalov, ki niso odvisni od A, pointegriramo v konstanti K; in Ko,

ic A.ds3 T2 ie .46
K/(x17x27t17t2) = efxl h 51K1+€f£1 R 52K2:

'z de X 1gt T2 Adsh— [P2 A.dss)ie
ejll w Adsi K, + 6(111 A-ds3 111 Adsg)h K2>

V zgornjem integralu prepoznamo ravno integral vektorskega potenciala po zakljuceni zanki, za kar
pa po Stokesovem teoremu velja

T2 5 T2 o N -
/ A~ds_§—/ A-ds’é:/B-dSng)m,
x| 1

torej pretok magnetnega polja skozi tuljavo. Konstanta ejmf e Ads je po absolutni vrednosti enaka
1, zato na verjetnost prehoda ne vpljiva.

Verjetnost za prehod se izraza kot
P=|K] = |K; + e K,

Ce pisemo K in K v polarni obliki, K; = |K1le? in Ko = |K|e™?, dobimo izraz
2 2 Pme
P = ‘Kl -|—|K2| +2|K1HK2‘COS(T+¢2—¢1)

Faktorja ¢; in @9 dolocata fazno razliko posameznih poti, in privedeta do interference, kot
jo poznamu pri vpadu na rezi brez tuljave. Zaradi vektorskega potenciala pa dobimo Se dodatni
¢len, ki je odvisen od magnetnega pretoka skozi tuljavo. V odvisnosti od magnetnega pretoka
se interferencne proge premikajo po zaslonu. Interferenc¢na slika se ponovi za vsako spremembo
magnetnega pretoke, ki je enaka

Ay = 2
e

Morda velja Se enkrat pripomniti, da sami elektroni ne interagirajo z magnetnim poljem v

tuljavi, ampak pride do pojava izklju¢no zaradi vektorskega potenciala zunaj tuljave.



128 “Path” integrali

Path integral za Harmonski oscilator

Simon Copar

16. junij 2007

1 Propagator
Propagator definiramo kot
K(q1,t15 90, t0) = {q1, t1]q0, to)

kar je ravno verjetnostna amplituda, da delec, ki je bil ob ¢asu ty na polozaju gg, najdemo na polozaju
q1. Izpisimo operator casovnega razvoja.

_iHT
K(q’,T;q,O):@'Ie " |q>

Propagator lahko izra¢unamo z obi¢ajnimi prijemi. Alternativna moZnost pa je preko integracije
po vseh poteh, ki jih delec lahko opise. Po tej poti dobimo

, i5(a(1)
K(¢,T;q,0)= [ Dg(t)e *

Kjer je S(¢(t)) akcija za posamezno pot od ¢ do ¢’ v ¢asu T.

2 Klasi¢éna akcija HO

Klasi¢no se delec v harmonskem potencialu giblje takole:
q(t) = Asinwt 4+ B coswt
p(t) = mw(A coswt — Bsinwt)
z zaCetnim in konénim pogojem doloc¢imo koeficienta

_q—¢q coswT
N sinwT'
B=q

Lagrangeovo funkcijo harmonskega oscilatorja poznamo:
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Izracunajmo akcijo (izvedbe osnovnih trigonometriénih integralov ne bom pisal):

T
5= / Clq(t))dt

[

T
S = / Tw ((Acoswt — Bsinwt)?® — (Asinwt + Beoswt)?) dt
0

mw

_ W a2 o
S = TS T ((¢® + ¢*) coswT — 2qq")

3 Gaussov integral

Potrebovali bomo integral

4 Izpeljava
Operator ¢asovnega razvoja lahko razpisemo v produkt manjsih delov.

_iHT _iHNS$ _iH$ N
e r = h =le h

Propagator lahko na ta nacin razbijemo na majhne dele in med posamezne ¢lene vrinemo operator
identitete [ dg|q){g].

K(¢',T;q,0) = <q’\6’”# e e |Q> =

_ims _iHs _iHs
<q'|e o [ gl ele [ dnla) e ﬁ\q>

Integrale preselimo na zacetek, v vmesnih ¢lenih pa prepoznamo propagatorje na posameznih ¢asovnih
odsekih.

K(q',T;q,0) = / dgidgadgs -+ dgn—1K(¢', T qn-1,T = 0) - - K(g2,205 41, 0) K (q1, 65 4, 0)
Integral pomeni vsoto verjetnostnih amplitud po vseh poteh, ki vodijo med danima tockama.
Posamezen propagator deluje za majhen ¢as, zato ga smemo razviti po Taylorju in zintegrirati del
z gibalno koli¢inol[1].

is p2 16
K(qiy1,t+0;q,t) = (qiv1|1 — 7% - = Vi(g)la:)

Razpisimo ¢len z gibalno koli¢ino po ravnih valovih

(aenalp?la) = [ 52+ Uplo) (i) = [ 32407 (ialis) i)
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vemo da je {p|q) = P

dp; 5 i _
(qis11p%|as) 2/7%;117?65?’@’“ %)

ostali deli propagatorja vsebujejo:

dpi iy (0 —a
(qir1lqi) 2/%6“’1(‘““ )

dpvz Ao (g —
(@i IV (@)la) = / V(gi)etplasi—a)
27h

Tako lahko propagator zapisemo v prostoru ravnih valov in pretvorimo nazaj v eksponentno obliko.

d i 16 2 1(5 i . d ; i8 9it1—9% 1 _
K(qit1,t +05qi,t) = / 2:;1 (1 — E% - EV(%)) enPil@n—a) = / ﬁe’g(”z 5 2Py =V (@)

To je pa gaussov integral ki ga lahko resimo (opazimo Se prvo diferenco koordinate v eksponentu).

mh s omdi?
K(git1,t+05q5t) = \/me’f( 2=V

Propagator za celoten cas je torej

K(¢,T:0,0) = (50— )N/2 /ﬁl dgzetSta®)
i omihg) ) L1

5 Prehod na homogene robne pogoje

Poti harmonskega oscilatorja zapisimo kot vsoto klasiéne poti in popravkov s homogenimi robnimi
pogoji.
q(t) = qe(t) +y(t)

T
) =S(q.) + S(y) + /0 dt (mq’cy - mqucy)

mi®  mwq?

S(Q)=S(qc+y):/0T dt(i,

2 2
Ker za ¢, velja Euler-Lagrangeova enacba ¢, = —w?q., zadnji ¢len izgine.
T )
[ dtti+in = [ dwi) =0
0 (0)

Od integrala ostane torej le
K = ebS@) /Dye%sm



“Path” integrali 131

6 Izracun integrala s pomocjo Fourierove vrste
Cle razpisemo diskretni priblizek akcije zgoraj, vidimo da so prisotni mesani éleni oblike qiq;-
smn= ([0 —an_1\> 5 o
=y (=) )
Po drugi strani v Fourierovi reprezentaciji za zvezno akcijo lahko zapisemo enostavno
m Nl , e\ 2 ,
w5 ((5) )

kjer o¢itno ni mesanih ¢lenov. Ker imamo izpeljan propagator za diskretizirano akcijo, bi integracija
takega nastavka izgubila vse normalizacijske konstante, ostala bi samo odvistnost K oc (sinwT)~'/2.
Kako z mahanjem rok odcarati divergentne predfaktorje je med drugim opisano v [3].

Zato zelimo dobiti Fourierovo reprezentacijo direktno iz diskretnega nastavka (v prispevku [2] avtor

uporabi Wickovo rotacijo in kompleksno FT). Uporabimo diskretno sinusno transformacijo v unitarni
obliki, zato da ne reskaliramo integralov.

2 k
xn\/;zk:aksin;n
5 krn n—1) 1/2
mn—an:\fﬁzak (Sin%ﬂ_sm%) VN Zak (QCOS ”; /)Sin%)
e

Ker gledamo primer N > 1 lahko polovicko takoj pozabimo.

2 kmn km

4 cos” " sin” 5% kmn
E —N _w2sin? 208
ak < w” sin N >

: : . 2kmn _ T
Vsoto po n prevedemo nazaj na integral: - 0 cos® 3% = 3

mT 9 4sin2§—]{, 9 m 9 _kr\? 2
S:W k ak<62—w :m¥ak 2N81Hﬁ —((.UT)

Izracunajmo sedaj U = [ [], dagers

an2zsrn\ NV k)’ )
U—(T) 1;[ (2Nsmﬁ> — (wT)

Z uporabo matematicne relacije Hk 1 (2 sin N) = N ([2]) vidimo, da za velike N Zaradi dvojke v

z uporabo Gaussovega integrala.

—1/2

imenovalcu argumenta zmnozimo ravno polovico med seboj enakih ¢lenov, zato velja H P (2 sin 5 N) =
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VN (relacijo sem zaradi matemati¢no sumljivega sklepa numeri¢no preveril). Tako lahko izpostavimo

sinusni Clen.
2
U (2N257rh)(N_1)/2 1 )H . WwT
B mi NN-1/N . 2N sin ;—;\TI

—1/2

V limiti N — oo so edini ¢leni produkta, ki se bistveno razlikujejo od 1 tisti, za katere je argument
sinusa majhen. Uporabimo priblizek majhnih kotov.

—1/2
[ ((2N2emm) (T 1 (- (< 2\
a mi NN-1/N ” km

Iz kompleksne analize vemo, da funkcijo do faktorja natanéno dolo¢ajo njene nicle in poli.

I(-5) -5

k#0

U— omsh\ V72 wT
- mi N sinwT

Dodamo se normalizacijsko konstanto in klasi¢ni del akcije in dobimo resitev

K= /™ demer (@) coswT~2¢q")
27ihsin wT

Literatura
[1] http://arxiv.org/PS_cache/quant-ph/pdf/0004/0004090v1 . pdf
[2] http://bolvan.ph.utexas.edu/ vadim/Classes/2004f . homeworks/osc.pdf

[3] http://galileo.phys.virginia.edu/classes/752.mf1i.spring03/StatPhaseSHO.htm



Del X

Kvantno rac¢unalnistvo

133






Kvantno rac¢unalnistvo 135

Kvantna logi¢na vrata

Simon Kauéic

22. maj 2008

V kvantnem ra¢unalnistvu naletimo na naslednja kvantna vrata, ki jih opisemo z operatorji:

X = ( (1) (1) > (deluje v Hilbertovem prostoru s spinom 1/2)
1 1 1
Ha = (Hadamardova vrata)
2\ 1 —1
10 . . )
Z = ( 0 -1 > (deluje v Hilbertovem prostoru s spinom 1/2)
1000
0100 o _
CNOT = 00 0 1 (deluje v Hilbertovem prostoru s spinom 1/2)
0 010

1. Pokazi, kako lahko s temi operatorji tvorimo Bellova stanja.
2. Pokazi, da lahko te operatorje konstruiramo z vklapljanjem magnetnega polja, interak-
cije med spini in konstantnega potenciala v primerno dolgih ¢asovnih intervalih.

1 Bellova stanja

1.1 Baza

Ker smo v prostiru s spinom 1/2, sta v bazi vektorja gor in dol. Oznac¢im:

[1) — |0) temu stanju pripada spinor: < (1) )

[4) — |1) temu stanju pripada spinor: ( (1) )
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1.2 Opratorji

Ce delujemo z operatorjem X na stanje |1) dobimo|0) in obratno. Hademardov operator

naredi mesanico obeh stanj,
1 1 1
n(o) = (1)

#(0) - )

Operator Z pusti stanje |0) pri miru, stanju |1) pa spremeni predznak. Ostane le Se
operator CNOT), ki deluje na dve stanji hkrati;

CNOT|00) = |00)
CNOT|01) = |o1)
CNOT|10) = |11)
CNOT|11) = [10)

Poljubno stnanje lahko opisemo z linearno kombinacijo teh stirih stanj.

[¥) = al00) + b|01) 4+ ¢|10) + d|11)

Npr. stanje |00) zapisano z vektorjem, izgleda takole

o O O

1.3 Vezja

Ker ti operatorji predstavljajo kvantna logiéna vrata, jih, kot pri obi¢ajnih logi¢nih vrati,
lahko prikazemo z graficno shemo in jih tako razporedimo v vezja.

X
H

Z}— "
Shema operatorja CNOT.

i

Sheme operatorjev X,H in Z
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Pa poglejmo kaj naredi naslenje vezje.

X H

Na sliki je vezje sestavljeno iz kvantnih vrat.

Vstavimo v vezje stanje |00).

0) X H
0)

=
L/

N

00) 10)

1) — ! 100)
f V2
1 1
7 110) — 7 100)

Na sliki je prikazano kaj se v vezju dogaja s posameznim spinom in kako izgledajo stanja na
posameznih predelih vezja

7 malo premetavanja ugotovimo da je to vezje generator Bellovih stanj. Posamezna zacetno
stanje spremeni v eno od Bellovih stanj.

00) — 7(|11> 100))
11) — 7 (|01) + |10))
[10) — 7(|00>+|11>)
01) — (|01> 10))

Sl

2 Fizikalno ozadje

Zanima nas kako sestaviti te operatorje z vklapljanjem magnetnega polja, interakcije med
spini in konstantnega potenciala v primerno dolgih ¢asovnih intervalih. Za zacetek si
poglejmo kako izgledajo operatorji za vsakega od teh manevrov. Operator za spin v ma-
gnetnem polju izgleda takole:

QMB

H="23 B in H = 9“352 (1)
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Manjkata le se operator ki sklaplja spina,
H = \S,5, (2)
in operator, ki nam doda konstantni potencial
H =), (3)

slednjega se uporablja za spreminjanje faze.

Valovno funkcijo |¥,¢) dobim tako, da |¥,0) razvijem po lastnih fukcijah in jih propa-
giram v Casu. Velja pa tudi

W, 1) = e 7t [0, 0)
ipA

Poglejmo si kako lahko razvijemo izraz ¢4, ¢e je operatorA? = I.

2 3 4
A _ HWA_(sD;!l) _.(wgfll) +(<p4/!1) L
= (I—1¢21+l¢41+~->+z’A(¢I—l¢3I+---)
2 4! 3!
e = Tcosp+iAsing (4)

2.1 Operator X

Operator X sestavimo tako, da najprej postavimo spin 1 za nekaj ¢asa v magnetno polje,
operator (1) in potlej Se v konstanten potencial (3).

(1)

B = (B,0,0)
9HB 9grsB
- WBgp- I, B
h 2 7
eTint = e 'm0+ B = [ cosy — io, sinv, (5)

kjer je v = 4B Bt. ce zelim imeti operator X mora biti:

siny = 1

cosyv = 0

Torej v = §. To vstavimo v (5) in dobimo

,i%t__. o 0 —1
et =—ioe = _, 4 |

Na koncu postavimo delec za nekaj ¢sa v konstanten potencial H = \. Veljati mora:

,)\t

. H .
iRt — TRt = i,

€

torej

=%

T
2
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2.2 Hademard

Za zacetek postavimo spin v magnetnopolje v smeri y.

1 1 1
m = G514
B, = (0,B,,0)

9giB
H = TUyBy
giB
v = =
2n Y
Kot prej
et = Jcosy— 10y sin v,

5 T
Ce za vrednost v vzamemo 1

- e )

Sedaj pa na dobljeno le Se delujemo z operatorjem X.

BRI
3 Vrata CNOT

Vrata CNOT delujejo na dva spina. Ocitno je da bomo morali delovati z operatorjem, ki
sklaplja spina (2), zato je najbolje, da si kar pogledamo kaj ta operator naredi, ¢e deluje

na stanje [11) ali [1]).

H = X51,5:.
i = 2
miy = -2y
Ce ga zapisem v matriéni obliki
, 1 0 0 O
s
0 0 0 1

Velja H? = I, zato lahko uporabimo enacho (4).
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Postopek kako zgenerirati CNOT vrata:

1. Hademard na drugem spinu

2. drugi spin v magnetno polje v smeri z za %2 Bt = 7§

s

Canyi ; ; B Ry —
3. prvi spin v magnetno polje v smeri z za £EBt = 7

4. sklopitev za 7§
5. Hademard na 2. spin

6. popravek faze
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ALGORITEM DEUTSCH - JOZSA

Kvantni algoritem, ki sta ga predlagala David Deutsch in Richard Jozsa leta 1992, se
imenuje Deutsch-Jozsa algoritem. Je eden prvih primerov kvantnih algoritmov, ki so bolj

Dejan Arzensek

20. maj 2008

Povzetek

ucinkoviti od vseh moznih klasi¢nih algoritmov.

1 ALGORITEM

V Deutsch-Jozsa problemu, imamo kvantno racunalnisko ¢érno skrinjico (orakelj), ki realizira

funkcijo f: {0,1}" — {0,1}.

Obetamo si, da je funkcija ali KONSTANTA (0 na vseh vhodih ali 1 na vseh vhodih), ali
URAVNOTEZENA (vine 1 za polovico vhodov ter 0 za drugo polovico). Torej z uporabo

orakelja dolo¢imo, ali je f konstanta ali uravnotezena.

V konvencionalnem algoritmu potrebujemo 2"~! + 1 ovrednotenj za f, kjer je n Stevilo
bitov. To je stevilo odgovorov, ki da pravilno vrednost. Pri Deutsch-Josza kvantnemu algoritmu
dobimo odgovor, ki je vedno pravilen le z enim samim ovrednotenjem f.

Definiramo funkcijo s Steviloma (kubitoma) |0) in |1)). Z spodnjo tabelo so prikazani mozni

rezultati te funkcije.

bil f2 I3 fa
0 0 1 0
1 0 1 1
—_—— = ——— ——/—
konstanta konst. mnekonst. nekonst.

Nekdo si je zamislil eno izmed teh stirih funkcij. Kolikokrat je treba poskusati, da vidimo, ¢e
je konstantna ali nekonstantna funkcija? Iz zgornjega primera vidimo, da je potrebno dvakrat

ugibati.

Sedaj vzamemo za vhodno vrednost dve stevili. Dobimo taksno tabelo:

Cf e fs i fs fe fr S8
00 0 1 1 1 0 0 1 0
01 0 1 1 0 0 1 0 1
10 0 1 0 1 1 0 0 1 ...
11 0 1 0 0 1 1 1 0

V zgornjem primeru imamo zopet dve kontantni funkciji, 14 nekonstantnih, 6 uravnotezenih
ter Se 8, katere pa nas ne zanimajo. Tukaj se da s tremi poskusi ugotoviti ali je konstanta
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ali uravnotezena funkcija. Tako lahko nadaljujemo naprej z dodajanjem Stevil. Veljata te dve
enacbi za Stevilo poskusanj, ¢e je funkcija konstanta ali ne.

st. kombinacij

5 +1, ali 2 l41,

kjer je n stevilo kubitov.

Poglejmo si sedaj kaj dobimo, ¢e posljemo v érno skatlo en vhod z vrednostjo |z), na drug
vhod pa |y). Iz ¢rne skatle pa imamo dva izhoda. Na zgornjem (nasproti vhodnemu |z)), imamo
zopet |z). Na spodnjem (nasproti vhodnemu |y)), pa dobimo vrednost |y & f(z)). f(z) je
ena izmed vrednosti f1, fo, f3,.... Operacija @& pomeni seStevanje po modulu 2. To operacijo
prikazujejo spodnje Stiri vrstice:

—— oo

S D DD

= O = O
I
=

= 0

Torej ta operacija deluje tako, da ko sestejemo vrednosti in ta sestevek delimo z dva, pogle-
damo ostanek tega deljenja. Ta ostanek je potem izhodna vrednost te operacije.

Naredimo sedaj korak prehoda skozi ¢rno skatlo za en kubit na vhodih. Torej je na vhodu
|z, y), na izhodu pa |z,y @ f(x)). To naredim za vse Stiri funkcije f(z).

[zy) ey @ file))  lzy) Jey @ fole) ey [ny© fi(@)  lvy) vy © fa)

00 00 00 01 00 00 00 01
10 10 10 11 10 11 10 10
01 01 01 00 01 01 01 00
11 11 11 10 11 10 11 11

Za vsako od teh stirih vhodnih in izhodnih vrednosti lahko naredimo transformacijske matrike
med vhodnimi in izhodnimi vrednostmi. Dobimo te stiri matrike:

1000 0100 1000 0100
0100 1000 0100 1000
2fiilg o1 o022 0001 | 2B o001 | 20010
000 1 0010 0010 000 1

Iz zgornjih matrik lahko opazim, da za f; ima obliko identi¢ne matrike, za fo nima kaksne
posebne oblike. Za f3 ima obliko operatorja CNOT, ki deluje na dva spina hkrati, za f4 pa je
operator CNOT, ki deluje na en spin.

V ¢rni Skatli je ena izmed Stirih matrik. Mi bi radi z enim samim poskusom ugotovili za
katero gre. Shemati¢no lahko algoritem prikazemo z spodnjo sliko. Na zgornji sliki lahko vidimo,

o ——merH  HasHA
U’
| -

Slika 1: Shematska slika algoritma.
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da na dveh vhodih najprej delujemo z Hadamardovim operatorjem. Ta se zapise kot:

1 1 1
i = V2 ( 1 -1 >
Tako pretransformirana kubita vodimo naprej do ¢rne skatle. Izhoda iz te ¢rne Skatle sta

zopet dva. Zgornji vhod zopet pretransformiramo z Hadamardovo matriko. To pretransformi-
rano vrednost pa na koncu izmerimo.

Torej, poglejmo kaj dobimo, ¢e na zgornji vhod posljemo |0), na spodnjega pa |1). |0) lahko
zapiSem vektorsko kot [1,0] ter |1) kot [0, 1]. Torej, ¢e na ta dva kubita delujemo z operatorjem
H, dobim na zgornjem vhodu vrednost %[1, 1] ter na spodnjem %[1, —1]. Skupno funkcijo
lahko tako zapisemo kot:

%(I())\O) = [0)[1) + |0)[1) = [1)|1))

V vektorski obliki lahko to zapisem kot

N | =
—_

To funkcijo sedaj posljem v ¢rno Skatlo in tako za vsako od Stirih prej izra¢unanih matrik
dobim ven te stiri vrednosti:

1 —1 1 -1

-1 1 1 1] -1 1 1
3 1 za fo: ¢ ¢

-1 1 1 -1

|

N
o
Py

za f1:

N |
|
—_
N
s
=
|
—_

Na koncu naredim Se Hadamarda na prvi spin.
Hocem naredit Hadamardovo matriko na prvi spin. Napisem tele enacbe:

H1|00) —  5]00) + 5[10)
Hij01) —  —5[01) + —5[11)
Hi[10) — Ljo0) — L[10)
H[11) —  —5[01) = 5[11)
Iz teh enacb sledi operator H; kot matrika
1 1
% 0 5 0
0 % 0 %
M=l 1% L 3
V2 V2
0 5 0 -7
2 V2

Delujmo sedaj z operatorjem Hj na vrednost, ki jo dobimo ven iz ¢rne skatlice za fi:

1 1
1] -1 1| -1

Hy = — -
a1 2v2 | 0
-1 0

Ce poradunam $e na preostalih treh funkcijah dobim spodnje vrednosti:
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-1 0 0
1 1 1 0 1 0

a for —= a f3: ——= afy, —=
7a fa AR za f3 vz | 1 za [y 23 | -1
0 -1 1

Tako pogledamo kaksne so vrednosti na samo prvem spinu!

Iz rezultatov se vidi, da pri meritvi prvega spina dobimo z gotovostjo |0) za obe konstantni
funkciji in z gotovostjo |1) za obe uravnotezeni funkciji.

Algoritem torej lo¢i konstantni funkeiji od uravnotezenih z enim samim izra¢unom funkcije.



