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Madelungova konstanta

MADELUNGOVA KONSTANTA: VSOTA
PO VSEH NEVTRALNIH PLASTEH

Gregor Smit
10. januar 2008

FIZIKA TRDNE SNOVI

Fakulteta za matematiko in fiziko, Univerza v Ljubljani

1 Madelungova konstanta: vsota po nevtral-
nih plasteh

Potencial sosednjih atomov v kristalu opisemo z enacbo:

_ VAL a0
47T60d

1

V tej enachi je Madelungova konstanta definirana kot: o = ¥;.; & —; kjer
ij

je 1i; = dp;;, d pa je razdalja med atomi.
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1.1 Madelungova konstanta za prvo lupino

Za natrijev kristal, ki ima osnovno celico:

Slika 1: kristal

se a za prvo lupino izracuna tako, da pogledamo stevilo atomov ki kaze v
osnovno celico. Imamo Sest atomov v centru vsake ploskve, dvanajst atomov

na stranicah in osem atomov v ogliscih.

Stevilo atomov | naboj | razdalja od sredisca
6. rumenih 1/2 1
12. érnih -1/4 V2
8. rdecih 1/8 V3
Tako je a enak:
1 _
o(z),2(5) *6)

oy = + + = 1.4560.
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1.2 Madelungova konstanta za drugo lupino

Pri drugi lupini pa kristal izgleda takole:

Slika 2: kristal

in njegova pripadajoca tabela:

Stevilo atomov | naboj | razdalja od sredisca
6 1/2 1
12 -3/4 V2
8 7/8 V3
6. temno modrih | -1/2 2
24. vijolénih 1/2 V5
12. svetlo modrih | -1/4 2V/2
8. oranznih -1/8 23
24. ¢rnih -1/2 V6
24. zelenih 1/4 3

V tabeli so upostevani atomi ki kazejo iz osnovne celice in v kristal. Tako
lahko, z enakim postopkom kot prej, izracunamo Se prispevek druge lupine,
ki znasa: ay = 0.2957. Vsota prispevkov je: a = ay + ay = 1.7517. Tocen
rezultat: a = 1.7476.



10

Madelungova konstanta

Ewaldova metoda za izra¢un Madelungove konstante NaCl

Simon Jesenko
(Dated: 17.1.2008)

I. EWALDOVA METODA

Izratunavamo elektrostati¢ni potencial, kot ga ob¢uti izbrani (referen¢ni) ion v kristalu v prisotnosti vseh ostalih
ionov. Posamezni ion obravnavamo kot to¢kast delec s pozitivnim oziroma negativnim nabojem. Celotni potencial
razdelimo na vsoto dveh delov,

¢ =1+ @2

kjer ¢ predstavlja potencial, kot ga povzrogja porazdelitev p; (slika 1), ki jo dolo¢imo kot vsoto Gaussovskih
porazdelitve naboja na vsakem ionu, ¢, pa potencial, kot ga povzroca porazdelitev p, (slika 2), katero definiramo
kot nasprotno predznateno porazdelitev p; z dodanimi § funkcijami na poloZaju vsakega iona. Ce si ogledamo vsoto
porazdelitev p = p; + p; se seStejeta ravno v ustrezno predznacene 6-funkcije na vsakem jonu kristala.

Prispevek k potencialu smo razdelili na dva dela zato, ker vsota za ¢; zelo hitro konvergira, ¢e jo seStevamo v
Fourierovem prostoru, ¢, pa hitro konvergira v realnem prostoru. Seveda je hitrost konvergence odvisna od izbrane
Sirine Gaussovk na posameznih ionih.

Izratunajmo najprej prispevek zaradi ¢;. K potencialu ¢; ne prispeva ion, na poloZaju katerega ra¢unamo
potencial. Zaradi Fourierovega razvoja potencial ¢; ponovno razdelimo na vsoto dveh potencialov,

P1 = Qg+ Qp,

Kjer je @, potencial zaradi Gaussovskih porazdelitev na vseh ionih (vklju¢no z referen¢nim ionom), ¢, pa potencial
zaradi negativne Gaussovske porazdelitve na referen¢nem ionu. ZapiSemo Fourierovo vrsto za ¢, in ustrezno
porazdelitev naboja p,:

Pa = Z CKf»’iKAr €]
K

Pa = Z dKGiKT (2)
K

Kjer je K vektor reciprotne mreZe kristala, vsoti pa teceta po vseh vektorjih recipro¢ne mreZe. Povezavo med
porazdelitvijo naboja in potencialom nam doloc¢a Poissonova enacba

FIG. 1: Porazdelitev naboja p;, ki generira potencial ¢;. S polno ¢rto je oznacen p; = p, — ps, s ¢rtkano pa py.
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2
® REF
FIG. 2: Porazdelitev naboja p,, ki generira potencial ¢,. Crte na poloZajih ionov predstavljajo 6-funkcije.
oziroma v Fourierovem prostoru kot
2 K _ L iK-
ZK ket = —ZdKe’ T
K €K
iz &esar sledi zveza zo koeficiente
1 dx
K= ——> 3
o @)

Najprej pois¢emo Fourierove koeficiente za porazdelitev naboja dk. Za vsako tocko Bravaisove mreZe baza vsebuje
ione znabojem g; na poloZajih r;. Na polozajih ionov v bazi za porazdelitev naboja vzamemo Gaussovsko porazdelitev
3/2 -
p() = gi(n/m)*2e,
kjer nam predfaktor dolo¢a ustrezno normalizacijo naboja (integral po celotnem prostoru je ravno g;), 71 pa nam
doloca 8irino Gaussovk in dolo¢a hitrost konvergence. Koeficiente razvoja dk obicajno dobimo z mnoZenjem enacbe
(2) z e7®7 in integracijo po volumnu A ene celice. Pri tem bi morali upo$tevati, da porazdelitev naboja obsega
prispevke zaradi Gaussovk na ionih v osnovni celici, kot tudi repe Gaussovk vseh ionov izven celice. Integraciji po
eni celici z upostevanjem prispevkov Gaussovk po celem prostoru je ekvivalentna integracija po celem prostoru z
upostevanjem Gaussovk v eni sami osnovni celici. Tako dobimo

dx f KoK gy = g A = f Z gi(n/m)¥2e T oK gy
ena celica ves prostor ¢

kar je enako

i iG-Ené i _K2 _K2
dxA = ) g™ (n/m)*? f SOEEGE = | Y e eI = S(K)e
Z ves prostor Z

Kjer je S(K) kar strukturni faktor za kristalno mreZo, kot smo ga definirali pri obravnavi sipanja na kristalih.
Ko imamo izratunane Fourierove koeficiente dx za porazdelitev naboja, lahko z upo$tevanjem enacb (1) in (3)
zapiSemo potencial ¢, v realnem prostoru kot

1 2 K-
b= % ZK] S(K)K 2™ @
Na polozaju referen¢nega iona r = 0 tako znasa
1 g
fo= 5 ) SIOK e ®)

K
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Izra¢unati moramo Se potencial ¢, zaradi Gaussovske porazdelitve na referenénem ionu. Potencial dobimo tako,
da pointegriramo prispevek vsake lupine na oddaljenosti r po celem prostoru,

N G By ]
Po = 0 4n€0r4m’ dr = 2¢y Y m°
Celotni prispevek k potencialu zaradi porazdelitve p; se tako glasi

_ 1 Y | n
1= €A ; S(K)K e 2€9 3

Preostane nam $e izra¢un potenciala ¢, katerega pa bomo izra¢unali kar v realnem prostoru. Potencial, ki ga

prispeva vsak ion (prispevek zaradi p;), lahko razdelimo na tri dele - potencial zaradi 6-funkcije, potencial zaradi
dela Gaussovke, ki se ne prekriva z referen¢no tocko (r < r7), in prekrivajo¢im delom (r > ;).

X[ e [0
P2 = — 4nie [r; rlﬁ plx)dx LT dr|

kjer vsota te¢e po vseh ionih v kristalu, razen referentnega. Za p(r) vstavimo zgoraj definirano Gaussovsko po-
razdelitev naboja, in izraz za potencial se poenostavi na

_ 1 g 1/
= I : TZF(U ),

(%]
kjer je
Hﬂ:@ﬁﬂﬁj‘e4%:1—emn

Iskani potencial na referen¢ni tocki se tako glasi

1 2, 9 Ul 1 q
= SKKZE‘]W—— - 4 ey 1/21"
v €A ; *) 2¢g Y@ 4meg Zz: 1 ()
Za izra¢un Madelungove konstante a potrebujemo Se povezavo le te z izra¢unanim potencialom:

_ q
p=a 4megR

Kjer je R razdalja med najbliZjima ionoma v kristalu.

II. KRISTAL NACL

Za osnovno celico kristala vzamemo kar ploskovno centrirano (FCC) kubi¢no mreZo s stranico 4. Bazni vektorji
do Na ionov se glasijo

n=000), =110, =501, n=2011
2 2 2
Za Cl ione pa samo zamaknjeni za polovico mreZne razdalje

a
Ar = 5(1,0,0)

ro) = tNg + Ar
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Reciproc¢ni vektorji za FCC mreZo se zapiSejo kot
21
K= —=(m, my, m3)
Strukturni faktor zapiSemo kot
S(K) =q0 [1 + e—in(mﬁ—mz) + e—in(m3+m2) + e—in(m1+n13)] [1 _ e—inml] ,
kjer smo upostevali da imajo Na in Cl ioni nasprotno predznacen naboj. Iz gornjega izraza izlus¢imo:
® 111y, My, M3 so vsi lihi, S(K) = 8

e sicer S(K) =0

Strukturni faktor in izratunane bazne vektorje upostevamo pri izra¢unu vsote za potencial ¢. Ogledal sem si
odvisnost hitrosti konvergence od parametra 1. Pri ugodni izbiri n lahko Ze z vsoto po 3 lupinah dosezemo
natanénost v okviru numerike (e ~ 10716).

Navedimo Se na 10 decimalk natan¢no Madelungovo konstanto:

a = 1.7475645946

w1
- rl:5
n=6
——n=t
10‘20 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5 5.5 6

lupine

FIG. 3: Konvergenca Madelungove konstante |@exact — @] v 0dvisnost od parametra 1. Na abcisi je Stevilo lupin, ki jih upostevamo
v vsoti (v realnem in recipro¢nem prostoru).
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Trdna snov
Hibridizacija orbital

Gregor Posnjak

gregor .posnjak@gmail.com
Fakulteta za matematiko in fiziko, Univerza v Ljubljani
(Dated: 18. januar 2008)

I. NALOGA Da bi sestavili p; orbitale (i = x,y,z), najprej zapiSimo
celotne valovne funkcije standardnih p; ,,, orbital:

Sestavi sps hibridizirane orbitale iz vodikovih orbital

in pokazi, da tvorijo tetraeder. Yo10(r,0,0) = 1\/I ! = e_ﬁ L cost ,
7 2V (27.5)‘5 rp
= 1 /1 1 - r
II. RESITEV Y2,1,-1(r,0,0) = S4/5- ge e —
2V 27 (2rp)? rB
Sps hibridizirane orbitale bomo sestavljali iz 2s (n = (cos¢ —ising)sinf
2,1 =0)in 2p (n = 2, 1l = 1) orbital. Njihovo obliko 1 /1 1 __r r
najdemo v literaturi: Y211(1,0,0) = 54/ 5 (2rp)F . .

:]

(—cos¢ — isin¢g)sinf

wn,l,m(n 07 (b) = R7z,l(r))/l7m(97 ¢)

Kjer so: Ker vemo, da v krogelnih koordinatah velja:
xr = rcos¢sinf
Ryp(r) = ! - (2 - L) P T 7 y = rsingsinf
’ (2r5)* "B z = rcosf
Raa(r) = : e 25 - ) vidimo, da 19 1,0 Ze ustreza p., p, in p, pa dobimo takole:

V3 (2rp)? 2 1
Pz = E(Q/)Z,l,—l_wll,l) )

1 /1
}/0.,0(67 (b) = 5 ; ) i
1 /3 by = E (2,1,-1 +21,1)
}/140(07 d)) = -4/ — cosd )
' 2V
1 [3 1z tega sledi, da bomo uporabljali orbitale:
Y11(0,¢0) = —=/=— sinfe’® |
’ 2 T
1 1 __r r
L/3 . - 25 (2 — 7>
- ¢ S =€ B ,
Y1,-1(6,9) = 2\ on sinfe” % . 2V (2rp) 3 ( .
1 1 —r_r R
V literaturi (npr. Strnad: Fizika 3, stran 312) najdemo Pe = ﬁje 2rp —_— ¢sing
naslednji recept za tvorjenje sp3 hibridiziranih orbital: (2rp) B
1 1 __r
Py = ——=—3¢€ 2TBLsinqbsiHQ ,
) 2y/m (2rp)? rB
517?2) 1 1 1 1 s 1 1 __r r 0
= — 2rg ——
5P :1 11 -1 -1 Da D=z NG 7€ S cos
SpgS) 211 =1 -1 1 Dy \/7(27’3)2 B
d -1 1 -1/ \p. 1
Ps Sedaj sestavimo orbitalo spf3 ) in pois¢imo njeno orien-

. . . o . tacijo ostoru.
Na desni strani te matri¢ne enacbe namesto p orbital 1O v prostoru

z dobrodefinirano z komponento vrtilne koli¢ine, ki smo

. PR R . . . 1 1
_!}h vajeni iz kvantnenr?nehamke, nastopajo 01b1tale;, .k1 se spg ) = = [s+ps+py+p:] =
jih uporablja v kemiji za razlago vezi med atomi in so 2

usmerjene v smeri koordinatnih osi (p, v smeri x osi in 1)

__r r
= 2r - i i _
tako naprej). spy’ = Ce 25 |24 - ((cos@ +sin)sinf + cosf — 1)
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Da bi nasli orientacijo orbitale, bi na¢eloma morali iz-
racunati verjetnostno gostoto, ter poiskati pod katerima
kotoma ¢ in € se nahaja njen maksimum. Opazimo lahko,
da imajo valovne funkcije sps orbital le realni del, kar
pomeni, da je verjetnostna gostota kar njihov kvadrat in
se njen maksimum nahaja pri istih kotih kot maksimum
samih valovnih funkcij. Za na§ namen torej zadostuje
odvajanje valovnih funkcij po ¢ in 6.

Ce odvajamo spéD, dobimo:

(1)
885; =0 = (—sing+cos¢)sind =0 , (1)
asp(l)

65 =0 = (cos¢+sing)cosd —sinf =0 . (2)

Prvi enacbi je zados¢eno, ¢e velja sin @ = 0 (torej dobimo
za resitvi §; = 0 in 6y = 180°) ali pa —sin¢ + cos¢ = 0
(temu ustrezata resitvi ¢ = 45° in ¢4 = 225°).

Za prvi in drugi primer (sinf = 0) dobimo iz enacbe

(2):
cosp+sing =0
iz Cesar sledi ¢ = 135° in ¢y = 315°.
Za tretji in Cetrti primer lahko preoblikujemo enacbo
(2) v:
tanf = cos¢ +sing

in dobimo:

V2 = 05 =54,74°
—V2 = 6, =125,26°

tan 3 =

tanf, =

Iz teh &tirih resitev (iS¢emo orientacijo orbitale, torej
je resitev par kotov 6 in ¢), moramo poiskati tisto, ki
ustreza maksimumu valovne funkcije. Ce si ogledamo
obliko valovne funcije spé”, vidimo, da je od orientacije
v prostoru odvisen samo del (cos ¢ + sin @) sin 0+ cos 6 =
f(6,¢). Dabi poiskali smer maksimuma valovne funkcije,
moramo torej primerjati vrednosti f(60;, ¢;) zai=1,2,3,4.

f(61,91) 1,

fO2,¢2) = -1
f0s,03) = V2,
f(O1,¢4) = —V2

Tukaj smo si pri racunanju pomagali z geometrijskima
zvezama:

1
cos) = +——
1+ tan’6
. tan @
sinf =

V1 + tan?0

Vidimo, da ima f(6, ¢) ekstremno vrednost pri orien-
tacijah 3 in 4. Z razmislekom lahko opazimo tudi, da ti

Slika 1: Graf valovne funkcije in verjetnostne gostote sps or-
bitale. X os predstavlja simetrijsko os orbitale, y os pa odda-
ljenost od simetrijske osi.

valovna funkeija sp3 orbitale

Ver jetnostna gostota sp3 orbitale

= ™ w

.3
CIRTRCN R O T |

dve orientaciji lezita na isti premici, ki gre skozi izhodisce
koordinatnega sistema. Maksimum verjetnostne gostote
za spgl) torej lezi nekje na tej premici in ta premica pred-
stavlja simetrijsko os orbitale (glej sliko 1).

Ce ta postopek ponovimo Se za ostale sps orbitale,
bomo za njihove orientacije dobili:

spy| 0, ¢
spV | 54.74°  45°
sp$) | 125.26° 315°

spl) | 54.74° 225°

5p§4> 125.26° 135°

Vse, kar nam Se ostane je, da preverimo, kaksni so koti
med orbitalami. Za ta namen bomo potrebovali enotske
vektorje, ki kazejo v smeri vsake izmed orbital:

cos ¢; sin 0
sin ¢; sin 0;
cos 0;

>
S,
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3
Tako dobimo: larni produkt:
4 1 1 1 JUA
[é1.62,63.64) = | 5 ~75 5 U3
% —% % —% Ce izratunamo vrednost tega izraza za vse pare orbital,

vidimo, da v vseh primerih velja cosa = f%, kar ustreza
Da bi izracunali kote med pari orbital, uporabimo ska- kotu o = 109.5°. Ta kot ustreza tetraederskemu.
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NALOGA
Za molekulo Cy izracunajmo orbitale in njihove energije. Podatki:

g, = —17.52 eV energija 2s orbitale

ep = —8.97 eV energija 2p(,, ) orbitale
d=1.24A razdalja med atomoma
h/m, = 7.62 eVA?

Nsso = —1.40 eV
Nspe = 1.84 eV
Nppo = 3.24 eV

Topr = —0.81 eV

CD SS6
QXD spe
SSPON

PP
b

Slika 1: Kombinacije z nenic¢elnimi prekrivalnimi integrali.

Prekrivalni integrali so

Vo Tssol
sso — W

in analogno za Vi, Vppe in Vypr.
RESITEV

Vsak C atom ima 4 valen¢ne elektrone, skupno imamo torej 8 valen¢nih elek-
tronov, ki bodo zasedli 4 orbitale z najnizjo energijo. Splosni nastavek za valovno
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funkcijo je
8
i=1
kjer je |i) orbitala iz mnozice {2s, 2p,, 2py, 2p.}.

V splosnem imamo 64 moznih parov orbital enega in drugega atoma, vendar
so nekateri prekrivalni integrali nic¢elni. Iz simetrije je razvidno, da se ne bodo
mesale orbitale, ki so pravokotne na zveznico med atomoma. x os naj kaze v
desno, y v ravnino lista in z naj kaze gor; ¢e C atoma lezita na osi x, se na primer
p. in p, orbitali ne meSata. Opazimo, da matrika kombinacij orbital razpade na
3 podmatrike. Indeksa 1 in 2 pomenita elektron na prvem ali na drugem atomu.

S1 82 Px1 Px2 Py1 Py2 Pz1 Pz2

S1

S2

pxl

pr

Py1

Py2

pzl

Pz2

Slika 2: Matrika prekrivalnih integralov razpade na tri podmatrike; siva podroé¢ja so nicelna.

Tako racunamo vsako podmatriko posebej. Prvi del je

Es V@sa 0 ‘/sp(r
Vtssa Es _‘/tspa 0
0 —Vipo & Vi
Vipe 0 Vs €p
Treba je najti lastne energije in lastne vektorje, ki nam bodo dali kombinacije
orbital. Vemo, da je potencial dveh atomov simetricen glede na ravnino, pravo-
kotno na sredisce zveznice med atomoma. Kadar imamo simetri¢cen potencial, so
lastne valovne funkcije lahko le sode ali lihe. Tako sestavimo nove bazne funkcije,
kjer z indeksom ¢ oznacimo sodost, z indeksom u pa lihost:

1
[59) = E(ISO + 52))

3
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1
52) = (1) = s2)
Ip,) = %upn )
1Pa) = —=(1p2) + [p2))

%

2
Simetricna funkcija s orbital je vsota orbital na atomih, simetricna funkcija p

orbital pa je zaradi oblike in polarnosti razlika orbital obeh atomov.
Valovno funkcijo is¢emo v obliki

V) = v1]sg) + v2|pg) + V3|54) + Va|pu)

(izpustili smo indeks osi ).

Glede na nove bazne funkcije dobimo novo matriko, ki je blo¢na; vsebuje dva
nenicelna bloka 2 x 2, saj so matri¢ni koeficienti, ki predstavljajo prekrivalne
integrale med sodimi in lihimi funkcijami, nicelni.

Matri¢ne koeficiente izracunamo:

1
(sglH]sg) = S ({s1|H|s1) + (s1]H]s2) + (s2|H|s1) + (52 H]s2)) =
1
— 5(255 + 2‘/880') =&+ Vjssa

1
(sulH|su) = S ((s1|H]s1) = (s1]H]s2) = (s2|H|s1) + (52 Hs2)) =
1
= 5(255 - 2%50) = &g — ‘/sso
(pgl Hpg) = €p — Vipo

(pul H|py) = ep + Vipo

(sg|Hlpy) = %((31|H|p1> — (s1|H |p2) + (s2|H|p1) — (s2|H|p2)) =
1

= 5(2 -0 — 2‘/5130) = _‘/spa

(sulH|pu) = %(<81\Hlp1> + (s1|H|pa) — (s2|H|p1) — (so| H|p2)) =

1
= 5(2 . 0 -+ 2‘/.9]90) = V;PU

[séemo lastne vrednosti nove matrike, torej racunamo determinanto
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Es + V:ssa - LK _‘/spa 0 0
—Vipo €p = Vipo — E 0 0
det 0 0 €s — V:ssa - LK ‘/spo
0 0 Vispo ep+ Vipo — F

Obravnavamo lahko vsak blok posebej; prvi ima za bazne vektorje sode kom-
binacije, drugi pa lihe.
Za lastne energije dobimo

Ey = —33.87 eV,

Ey = —15.62 eV,

FE3 = —14.44 eV
n

FEy=10.95 eV.

Ustrezni lastni vektorji so po vrsti
0.70]s4) + 0.72|py),

—O.72|sg> + O.70\pg>,
—0.92]sy) + 0.39|py)
n

0.39]5,) + 0.92|py,).

Nadaljujmo na podmatriki za p, orbitale. Bazni funkciji sta sedaj |p,1) in |py2).
Rac¢unamo determinanto

det |57~ £ Vipr
Vopr  &p— L
Lastni energiji sta
E; = —12.98 eV,
in
Eg=—4.96 eV,

ustrezna lastna vektorja pa

%dpm T b))

%upyw — ).

Za p,. orbitale zaradi simetrije dobimo enako, kar pomeni da sta energiji s
in Fg dvakrat degenerirani.

t
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Nazadnje le Se narisimo te stiri hibridizirane orbitale, v katerih se nahajajo va-
lenc¢ni elektroni molekule Cs,.

TP AP AXP A<D
P P
SOl

>+ -

Slika 3: Hibridizirane orbitale. Skica levo zgoraj ustreza energiji F; in ustreznemu lastnemu
vektorju, skica desno zgoraj ustreza energiji Es, levo spodaj energiji E3 in desno spodaj energiji
Es.

360’

o

)
0
ag

)
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Ravnovesna koncentracija v zlitinah

Tara Nanut

6.3.2012

1 Naloga

Imamo zlitino, ki vsebuje dve vrsti atomov: A in B. Vseh atomov je N, od tega je M atomov vrste A
in N-M atomov vrste B. Koncentracijo atomov A oznac¢imo s ¢ = % Na predavanjih smo izrac¢unali
ravnovesno koncentracijo ob dveh predpostavkah:

1. Stevilo atomov B je zelo majhno

2. Vsi atomi imajo enako energijo/atom

Sedaj bomo izracunali ravnovesno koncentracijo bolj v splosnem.

2 Prosta energija

Predpostavimo, da je energija atoma odvisna od njegovih sosedov: imejmo ¢len € 44 med dvema atomoma
A, ¢len egp med dvema atomoma B in ¢len € 4 g med atomoma A in B. Vsak atom ima Z sosedov. Energijo
atoma vrste A in B lahko zapisemo:

6A=§(CEAA+(1*C)6AB) (1)

Z
€ = 5 (CEAB + (1 — C)EBB)

Prosta energija takega sistema je
F= Ecelatna -TS5 (2)

Vemo, da je v ravnovesju prosta energija minimalna; iz tega pogoja bomo dobili ravnovesno koncentracijo.
Posebaj izracunajmo oba dela proste energije; celotno energijo in entropijski clen.

3 Celotna energija

Celotna energija je
Emlotna:]WEA-"-(N—AI)EB:N(C€A+(1—C)€B) (3)

Namesto koncentracije ¢ bomo uvedli odstopanje od polovi¢ne koncentracije ¢, tako da velja ¢ = % +c.
Sedaj nam ¢ = 0 predstavlja zlitino s toéno polovico atomi A in polovico atomi B, é = % pomeni, da
imamo samo atome A in ¢ = —% pomeni, da imamo samo atome B. Tak$na notacija je simetri¢na in
grafi¢no bolj pregledna.

Sedaj vstavimo v zgornjo enacbo energije atomov A in B ter nadomestimo ¢ s ¢, pa dobimo

Ecelotna =

NZ (1
4 4 4

1 1
- (et Plean+2(= —Feap+ (- —+ aQ)EBB:| (4)

Sedaj poberemo skupaj vse ¢lene brez ¢, ¢lene linearne v ¢ in clene s &

NZ |:€AA +2e4aB +€BB
EC(ilOtna = 5 -

3 , + (€aa —epB)i+ (€aa — 2eap + EBB)52:| (5)
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Prvi ¢len je neodvisen od koncentracije in nas ne bo zanimal. Koeficient v linearnem ¢lenu oznac¢imo z
€= %(EAA —epR), koeficient pred é pa se v literaturi tipiéno oznaéuje s 4V. Lahko pokazemo, da je 4V
(oz. veckratnik 4V) ravno energija, ki je potrebna, da v mrezi zamenjamo atoma A in B.

V mrezi ima atom A N4 sosedov vrste A in Np sosedov vrste B. Atom B ima N/ sosedov A in Nj
sosedov B. Ko zamenjamo atoma A in B, je ravno obratno (B ima N4 sosedov itd.). Stevilo sosedov je
konstantno, zato velja Ny + Np = Ny + Nj. Pred menjavo je energija tega sistema

E; = Nacaa + (Np+ N))eap + Ngepp (6)

Po menjavi pa
Ef:NAEAA+(NA+N/B)€AB+NBEBB (7)

Razlika energije je ob upostevanju enacbe o konstantnem stevilu sosedov:
AE = (N,/4_NA)€AA+(NA+N/B_NB_N,/L;)EAB+(NB_N/B)€BB = (N,Q—NA)(EAA+€BB—2EAB) (8)

Drugi ¢len je ravno 4V; vidimo, da je razlika energije ob menjavi A in B atoma enaka veckratniku 4V.

4 Entropijski ¢len

Entropija je
S=kpl M 9
BN — M) )
Desno stran enacbe razvijemo po Stirlingovi formuli N! = NVe=" in ugotovimo, da se vsi eksponentni
¢leni pokrajsajo. Enacbo se malo preoblikujemo, da dobimo

1

S:kBan =—Nlclne—(1—-¢)ln(1—¢)] (10)
Se ¢ nadomestimo s & s ) 1 1 1
N:—{(§+c)ln(§+c)+(5—c)ln(i—c)} (11)
5 Ravnovesna koncentracija
Sedaj lahko zapiSemo enacbo proste energije kot
F 111 1
N—ec—i-/\c +kBT{(2+c)ln(2+c)+(2—c)ln(Q—C)} (12)

kjer smo definirali A = %4‘/, konstantni ¢len pa smo izpustili, ker k ravnovesni koncentraciji ne prispeva.
Ravnovesno koncentracijo dobimo iz pogoja %? =0.

V prilozeni Mathematica datoteki si lahko pogledamo, kako ti trije parametri (¢, A in T) vplivajo na
ravnovesno koncentracijo (kje imajo minimum). Vsak zase tezi k doloeni ravnovesni koncentraciji, s
kombiniranjem pa vidimo, da dobimo minimum pri poljubnem ¢.

6 Dodatek: prispevek entropijskega ¢lena

Pokazimo se, da entropijski clen sam zase res tezi k ravnovesni polovi¢ni koncentraciji. Za ta ra¢un lahko
vzamemo A\ = 0.

F
N= ec+ kT [clnc+ (1 —¢)In(1 —¢)] (13)
oL 1 c
N _ 1— _ _ —
e e+kpT |Inc+ =% In (1 c)+1_c 0

e+kpT[lnc—In(1—¢)]=0
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c
—e=kpT
¢ BET ¢
Ravnovesna koncentracija je
1
C= —F—
eFsT 4+ 1

Vidimo, da za primer ¢ — 0 dobimo ¢ =  (0z & = 0).

(14)
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Razcep v kristalnem polju
Matej Krajnc

Obravnavajmo vpliv kristalnega polja na energije valen¢nih orbital iona, ki ga obkroza Sest nabojev z
oktahedralno simetrijo. Primer lahko najdemo v kristalu NaCl, kjer je vsak ion natrija obkrozen s Sestimi
ioni klora. Elektrostatska interakcija med Sestimi naboji ¢ na polozajih (+d,0,0), (0,+d,0), (0,0, +d) ter

elektroni petih 3d orbital iona v izhodis¢u bo povzrocila spremembo energij teh orbital, ki tako ne bodo ve¢
degenerirane.

Slika 1: Kristal NaCl, kjer vsak atom natrija obkroza Sest atomov klora z oktahedralno simetrijo.

Potencial naboja ¢ v tocki (+d,0,0) je
_al
" dmegr’

kjer je r? = (x £ d)? + y? + 22. V blizini izhodii¢a je x,y, 2 < d, zato lahko uporabimo razvoj

1 3 5 . 35
-1/2 4, 1 S 9 3 4
(1+x) 112x+8x JF—IGx +—128:1:

1 2 2\ V2
-1+ —+4+ = ~
Viocd( d +d2)

1 1 2¢  r? 3/ 2z r2\° 5 20 r2\* 35 2 r2\*
- |1-2 (2= 2= - (54 += = o) | =
d[ 2< d+d2)+8( d+d2> 16( d+d2>+128( d+d2)+ ()

g S +
dUT i T T s T ol T T Taar T sa

Sestejemo prispevka dveh od Sestih sosedov

1 2 2 4 15g22 4
V++V_0(7(2 T+3£+3L_ 5x%r 35%).

1 ( z r? 3z 3t 3zr? 1523 152%r2 35x4)

T et iE T o T

Analogno ravnamo Se za ostale sosede. Skupen potencial je z nekaj truda

_ g 1 35 (4 4 4 34
V747r60d[6+4d4(93+y+z o
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Clen Vj o 6—; je konstanta, zato ne vpliva na orientacijo orbit v sredisc¢u, zato jo izpustimo

35 ¢ 1 4 4 434
Ve=— — 2% — — .
4 dmey d5 (w Yyt 5
Potencial lahko izrazimo s krogelnimi funkcijami. UpoStevamo transformacijo z = rcosesind, y =

rsinpsind, z = rcos in dobimo za potencial

V= T g

[5 _
YY + ﬂ(1/44+Y4 Y

3 dmeg d®
kjer je
YR (0,0) = 16f(3 30 cos? 9 + 35 cos* )
V0.0 = [ st g it
Y (0,p) = 136 gj sin® 9 e~

Potencialna energija elektrona, ki se nahaja blizu izhodis¢a je —egV., od koder lahko izra¢unamo popravke
k elektronskim orbitalam

= (¥ —eoVev)
Matrika, ki jo moramo diagonalizirati, je Ze diagonalna, ¢e jo zapiSemo v bazi

[3d.2) = |320)

|wm:74mmﬂw—m

13d.y) = Vﬂmm\w—m

13d,:) = —= (1321) — 32 — 1))

! f
3d.0) = (|321> +32-1)) .

- Sl

Odvisnost od r v izrazu za V, je samo v faktorju r#, zato si posebej izra¢unajmo

<rt>= /R;z(r)r4R32(r)r2dr.

Formalno lahko torej integriramo radialni del in dobimo

<rt> 7 [5
€0 T ﬁ Y40+ M(Y44+Y:1_4):| |lTVL>

== m| ——
4mey  d° { 3
Preostane nam le Se integracija po kotu. Navedimo potrebne funkcije za integracijo

1 /15 )
Y3 (9, ) = 75“% cos ¥ sinde ¥
1
Y29, ) = 1@(3 cos® ¥ — 1)
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Y, (9, ) = cos ¥ sin e~

N =
[\’)‘»—A
—] 3o

t

Y2_2 (197 90) =

sin? 9e %%

NI
|3
R

Za lastne energije dobimo:

3
13d.2),|3dy2_y2) © A= gAO

2
[3dzy) ,|3dy2) ,13dz0) © A= _5A0 ,

kjer je
S5egq < rt >
Ao = —
0 12wey  d°
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Veriga ionov

{Legenda: kar je v { } so vmesni racuni, komentarji, nasveti,...}

1 Uvod

Ce imamo izoliran atom, se energije ne razcepijo. Na§ obravnavan ion pa se nahaja v
potencialu ostalih ionov, zato se bodo energije d orbital razcepile.

2 Naloga

Resujemo 1. nalogo iz 1. kolokvija iz Fizike kondenzirane snovi (20.4.2012) .

Navodilo:

Kristal je sestavljen iz med seboj sibko sklopljenih enodimenzionalnih verig ionov. Raz-
dalja med sosednjima ionoma v verigi je a, naboji ionov pa alternirajo, e, = (—1)"eo.
Obravnavaj razcep orbital d na enem od ionov v kristalnem polju ostalih ionov v verigi.

(a) Izracunaj krajevno odvisnost coulombskega potenciala, ki ga ¢uti ion zaradi ostalih
ionov v verigi. Ostale ione obravnavaj kot tockaste naboje. Potencial razvij le do vodil-
nega ¢lena v Taylorjevem razvoju.

(b) Katere orbitale ostanejo degenerirane po razcepu v kristalnem polju. Racunaj v

bazi:
dmy(_) =axyf(r)
de(_) = xzf(r)
dyo(7) = y2 £ (r

22
dp2 o (F) = = f(r)
Z*.’I)*Q
dﬂﬂ:z—i?ﬁﬁm

kjer je realna funkcija f(r) odvisna le od oddaljenosti od sredii¢a iona.
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(c) Kako se razcepijo energije teh orbital? Rezultat izrazi s ¢immanjsim Stevilom in-
tegralov tipa Iy = [ 2%y?2%f%(r)dzdydz, ...

3 (a) del naloge - razvoj potenciala

e
T Ameyr!

" =22 + 2 + (z £ na)? = 22 + 2zna + (na)? + y2 + 22 = 12 + 2zna + (na)® v’ =

ViEERena+ (naf = \J(n0)2(1 Z + (£)2) = nay [0+ Z + (5)2) =na [0 £ [Z = (5
Vemo:
~1F - -
AR

+ za ione, ki so v —z (navzdol), - za ione, ki so v +z (navzgor).

B e’} 60(_1)71 1
Ve = Z 4dmegna 2
= 4meo 1+ [2 4 (5)?)
B [e%¢) 60( 1)n 1 —
V(z,y,z)—VJr-i-V——Z 47-r60na (\/1+[ 1— 2= (— )}) -

Razvili bomo do 2. reda:

_ i eo(—1)" (1_%[%_(L)2)}+3 [272_( r )2)]2+1+%[%_(L)2)}+§ [%_(L)z)]2>
n=1

4megna na na 8 na

Razpisemo oklepaje in kvadrate:

)?)]

_ i eo(—1)" (171%71( r )2)+3[2z (- T )2)}2+1+%[2z (- r )2)}+%[%,(L)2)]2) =

na na

8

2na 2 na na na na na

2
Poglejmo ¢len %[% - (ﬁf)} :

37,229 AVERY T4 2 2 4 2 2 4
51Gef TMRG H G] ~ marterte £—araa
2.red 3.red 4.red
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Kot smo ze omenili bomo ra¢unali do vklju¢no 2. reda. Torej je clen:
312z r 2 3 [272} 2

sha G ~ 5

Vidimo, da se nam je linearna odvisnost od z pokrajsala. Ker pa nas prav to zanima,
razvijemo do 2. reda.

PO T RS TR D

n=1
B i eo(—l)”( = 3z2) _
N “— 4meona (na)2 /
o n 0o
B ; T;eojz)a B ; 4206(0 (72)3 (7’2 - 322)
Mendelejeva konst?? A

Mendelejeva?? konstanta nas ne zanima, saj konstanta premakne vse orbitale za enako
vrednost. kar bomo v nadaljevanju uporabili je:

‘ V(z,y,2) = \(322 — 1?) ‘

4 (b) del naloge

4.1 Baza

{ Lastne vrednosti se ne spremenijo, ¢e spremenimo bazo. }

Imamo podano bazo. Zanima nas zakaj je ravno taksna?
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Poglejmo primer na orbitalah p: = 1 =1 = m = —-1,0,1 = |lm >= imamo tri
moznosti:

11>

10>

1-1>

ki jih lahko zapismo s sferiénimi funkcijami kot:

|11 >— Y11(0, ) = sinfe'?

|10 >— Y10(0,¢) = cost

1—1>—Y1_1(0,¢) = sinfe~%

Ker pa bi raje delali z realnimi funkcijami kot s kompleksnimi, si izmislimo novo bazo:
Ohranimo |1 0 >— Y79(0, ) = cos 6, ki jo oznacimo s |p, >, ostali dve pa seStejemo oz.

odstejemo in dobimo |p, > oz. |py >:

[11>+1-1> sinfe” +sinfe "  sin6cosep

= = >
11>—[1—-1> sinfe’” —sinfe " sinfsing _ by >
W2 V2 i oW
Dobili smo novo bazo, ki vsebuje realne funkcije:
P >
‘py >
p: >
Na podoben na¢in dobimo tudi bazo, ki nam je pri nalogi ze dana.
4.2 Degeneracija orbital
V splosnem imamo matriko 5x5:
< zy|V|zy > < zy|V]zz > < zy|V]yz > <ay|V|z? -y > < ay|V|2?2 >
< zz|Vl]zy > < zz|Vl]zz > < zz|V]yz > <zz|V|z? —y? > < xz|V|z?2 >
< yz|V|zy > < yz|Vl]zz > <yz|Vl|yz > <yz|V]z? —y? > <yz|V]z2 >
<22 -2 V]jzy > <22 —yHVi|zz > <22 -y} Vi]yz > <22 -y V|22 —y2 > <22 —? V|22 >
< 22|V|zy > < 22|V|zz > < 22|V|yz > < 22|V]2? —y? > < 22|V|2% >
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To matriko bi morali najprej diagonalizirati, nato pa dobiti lastne vrednsti. Pa po-
glejmo Se prej, ¢e so mogoce kateri elementi matrike enaki nic.

2o g (A 22Rat? . ol 2:2ia? g2 322
{12? >=d(7F) = %\/Eyf(f') lahko zapisemo tudi kot: == 2\7/5 Y- = ZQ\/ET

{V f(r) so z, y in z sode funkcije. }

V nadaljevanju bom spuscal konstante, ki so prisotne pri baznih funkcijah. Pa po-
glejmo:
<azy|V]zz >= [2yf(r)\(32% — r?)zz f(r)dadydz = —|| — /ydy =0

N—

=0
Integral je enak ni¢, ker integriramo LIHO funkcijo od —oo do +o0.

<azy|Vlyz >= [ayf(r)A(322 — rH)azf(r)dadydz = —|| — /xdw =0

—

=0
Ta ¢len je analogen prejSnjemu, saj je integral enak, le da se = in y zamenjata, kar pa je
enako saj smo naso verigo obrnili v smeri z, torej je smer z priviligirana, x in y pa sta
ENAKOvredno NEpriviligirani.

<azy|V]z? —y? >= [ayf(r)A(3z% — r?)(2? — y?) f(r)dadydz = —|| — /xgdx/ydyf
——
=0 =0
—||—/mdx/y3dy:0
WO_/WO_/

< ay|V]? >=< ay|V|32%2 — 1% >= [ayf(r)A(322 — r?)(322 — r?) f(r)dadydz = —|| —

/ zdz / ydy =0
0 0
Pri teh stirih smo uporabili enak argument.

<22 = 2|V|22 >= [ (2® — ) F(r)N(322 — r?)(32% — r?) f (r)dxdydz
~——

=0
Ker sta smeri « in y enakovredni.
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Tako torej izracunamo Se za vse ostale izvendiagonalne ¢lene in ugotovimo, da so vsi
enaki ni¢. NaSa matrika se torej malo poenostavi:

< zy|Vi]zy > 0 0 0 0
0 < xz|Vi]xz > 0 0 0
0 0 <yz|V]yz > 0 0
0 0 0 <a? —y?|V|z? —y? > 0
0 0 0 0 < 22| V|2% >

Torej je ne rabimo diagonalizirati, saj je ze!

Poglejmo si sedaj diagonalne ¢lene:

2. in 3. bazna funkcija:
2 <az|V]zz >= [2222f(r)?A(32% — r?)dadydz
30 <wyz|Vi|yz >= [y222f(r)°A(32% — r?)dxdydz
Vidimo, da sta integrala enaka, saj smo ze omenili, da sta smeri = in y enakovredni.
Torej:
< zz|Vi]zz >=< yz|V|yz >

1. in 4. bazna funkcija:

L: <ay|Viey >= [22y*f(r)*A\(32% — r?)dadydz

4 <zt —?|V]a? -y >= f(#)2f(r22)\2(322 — r?)dadydz
Poskusimo si NARISATT funkciji #%y? in (“5%)? .

Uvedemo u in v:

zT+y _Tr-y _utv v drdy = dudv

, v = = , ,
V2 V2 vz T
in v 4. bazno funkcijo vstavimo x in y in kar dobimo primerjamo s 1. bazno funkcijo:
L: <ay|Viey >= [22y?f(7)?\(32% — r?)dadydz
4o <a2? —?|Vi]a? —y? >= [u®0?f(7)2N(32% — r?)dudvdz
Vidimo, da sta tudi ta dva integrala enaka, le druge oznake so druge.
Torej:

< ay|Vi|zy >=< 2* — *|V]z? —¢* >
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5. bazna funkcija:
2,2 2\3 £2
5. < 22|V]2>= [ (52 — )f(r)/\(3z2 )(32 - >f( Ydzdydz = f%dmdydz

Nasa matrika se je spet malo poenostavila. Shemati¢no:

A 0 0 0 O
0 B 0 0 O
0 0 B 0 0
00 0 A 0
0 0 0 0 C

Vidimo torej, da sta ”A” in ”B” dvakrat degenerini, kar nas je zanimalo.

5 (c) del naloge - kako se razcepijo energije orbital?

Izra¢unajmo sedaj A, B in C:
< zz|V]zz >= /x2z2f2(r_'))\(3z2 — ) dzdydz = /z2z2f2(17))\(2z2 — 2% —y?)drdydz =
= /\/276224f (F)dxdydz — )\/ 22 f2(P)dxdydz — A /a: Y2222 (F)dxdydz =

= )\/236 z4f2 (7) dedydz — )\/ 2f2 Vdxdydz — /\/7:2y2z2 7) dzdydz =

11 12
o~ —L=1I—1,

Tu smo upostevali, da sta integrala enaka, saj se oznaki x in z le zamenjata.

< ay|V]zy >=2(Iy — I)

Poglejmo, ¢e se da izraziti Is z I;:
= /762@/222 7)dxdydz =

7
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Spet na enak nacin uvedemo w in v:

ry =+ o) —v) = J(? —0?) =

1 1 1 1
I, = A/ Z( 2 _0?)222(Pdadydz = A /(ZU4 - §u202 + Zv2)22(f')dxdydz =

1 1
. A
4179

1 1 1
Ir + 111 = 511 - 512
Torej:

1
IQ = g[l

Podobno $e za z%|V|z? >, kjer dobimo nekaj podobnega: Is = A [ 2°f%(r)dadydz. I3
potem spet lahko izrazimo z I.
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Feromagnet v priblizku povpre¢nega polja

Fizika kondenzirane snovi
Jure Aplinc
4. april 2012

1 Naloga

Obravnavajmo feromagnet v priblizku povprec¢nega polja za delce s spinom j. Zanimali nas bosta ma-
gnetizacija M pri T' > 0 in magnetna susceptibilnost x nad kriti¢no temperaturo 7.

2 Heisenbergov model in priblizek povpre¢nega polja
Interakcijo v foromagnetu opisemo z Heisenbergovim modelom

H*_IZSZ S]+gU,ubZSz BU (1)
(ig)

Simbol (ij) pove, da obravnavamo povezave med najblizjimi sosedi ¢ — ja natanko enkrat (indeks j pa
preteke vse te povezave z sosedi). Tega hamiltoniana ne znamo resiti v splosnem zategadelj napravimo
priblizek povpreénega polja, kjer se znebimo produkta operatorjev spina:

8; 85 = (s1)8; +8;(s;) — (s:)(sy)- (2)

Produkt (s;)(s;) prispeva zgolj k energiji, k magnetizaciji in susceptibilnosti pa ne, zato ga bomo od-
stranili iz nadaljne obravnave.

:—]Z Si)s; +8; s]))—&—gouszz By (3)

%

Indeksa 4 in j lahko v prvem delu hamiltoniana zamenjam, saj sta nema, tako dobim 2 Z<i i si(s;) Vsoto
po (ij) razpiSemo na dve vsoti, prva tece po %, druga pa po najblizjih sosedih ¢ — ja. S tem smo vsako
povezavo §teli dvakrat, odtod 1/2. Predpostavimo tudi, da vsi spini v kristalu kazejo v isto smer in
zapiSemo (s;) = (s).

J
H= ZSiQOMb oo (s) + Bo 4)

jmn.s.i

Raje kot z spinom delajmo s magnetizacijo M = N/V{ii); i = —goups ! Heisenbergov model se tedaj

zapiSe takole:
JzV B
H=Zgoub5¢-Bef; B.r = NM+B0 . (5)
i g[] b

Hamiltonian sedaj izgleda podobno hamiltonianu, ki smo ga imeli pri paramagnetizmu, zato lahko ma-
gnetizacijo izra¢unam na enak nacin kot tam.

N
M = —goiB;(Bgorsil|Besl) 75—+

a (6)

HB ||

1ji oznacuje vektor magnetnega momenta. V tekstu so ostali vektorji sicer oznaceni odebeljeno.
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Z Bj smo oznacili j — to Brilluinovo funkcijo:

25 +1 25 +1 1 1 (2 +1)2 -1 2j+1)*—1 4 5
B; = coth ) ——coth| =z |~ - + 7
() 2j < 2j ) 2j ¢ (Qj ) 1252 v 72054 ! o) M

Iz enacbe (6) zelimo izra¢unati magnetizacijo M, kar pa ni analiti¢no mogoce, saj dobimo transcendentno
enacbo za M, zato B razvijemo za majhne argumente (sedaj je nasa resitev omejena zgolj na majhna
polja in magnetizacijo v blizini kriticne temperature, ali pa na velike temperature). V razvoju (7) smo
uporabili le razvoj coth za majhne argumente

x 2

1
thr = - — —
cothz = + 371 +. (8)

Prvi red se nam pokrajsa, tako, da moramo razviti najmanj do drugega reda.

3 Spontana magnetizacija

Poglejmo magnetizacijo pri pogoju, da je zunanjo magnetno polje By = 0. Tedaj iz enacb (6) in (7)
hitro dobimo

M=« (

2j+1)2—16KM_ 2+ 1)* -1

3 3&[3
12 20 Pk ’ ©)

kjer smo oznacili @« = goupN/V in k = JzV/(gousN). Takoj dobimo trivialno resitev M = 0, bolj pa
nas zanimajo netrivialne. Ce skiciramo desno in levo stran enacbe (9) na isti graf in graficno iscemo
resitev vidimo, da bomo dobili preseciste obeh strani le tedaj ko bo koeficient pred linearnim ¢lenom
vedji kveGjemu enak 1, kar je naklon leve strani. Ce bo naklon manjsi bo desna stran vselej pod levo,
presecisca in resitve pa tako ne bo! Naklon desne strani je odvisen od temperature, ¢e je ta naklon tak,
da ravno dobimo netrivialno resitev, to temperaturo imenujemo kriti¢na temperatura.
a(2j+1)2—1 Jzji+1)

k=1 = 1T.=

12 kW 3 (10)

Sedaj se zanimamo le za netrivialno resitev zato lahko delimo z M in re§imo kvadratno ena¢bo. Hitro

dobimo
40 + 1 T2T T
M=y 5 oo — ) [T D), ()
J(2j+ 1)

Ko smo razvijali Brilluinovo funkcijo smo rekli, da morata biti polJe in magnetizacija majhna ali pa
temperatura zelo visoka. Slednje nas ne zanima, saj tedaj ne dobimonetrivialne resitve za magnetizacijo.
Nasa obravnava bo torej omejena na obmocje okrog kriticne temperature 7' ~ 7., saj bo tam polje
majhno. Tako lahko ena¢bo (11) preoblikujemo

5 N 45(7+1) (T. -T2 -T.(T.—T)+T?
2V90 b ﬁ 1 Tf

kjer bomo zanemarili vse kar ni prvega reda v (T, — T'), saj je razlika majhna. Tako dobimo

M=+

(T. - T), (12)

N 4G +1 T T
M=+ 3fgo,j (J+)
V@i +1)?

Kot vidimo magnetizacija pada (oziroma narasc¢a, odvisno od resitve) korensko (v okolici kriti¢ne tempe-
rature, kjer nasa aproksimacija velja) proti 0, ki jo doseze pri temperaturi T,. Za vse temperature vecje
od T, dobimo le trivialno resitev. Ko smo pod kriticno temperaturo je energijsko bolj ugodno, ako se
sistem nahaja v eni od netrivialnih resitev in ne v trivialni M = 0.

(13)
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4 Magnetna susceptibilnost

Vkljuéimo sedaj Se zunanje magnetno polje B, f. V tem primeru bomo magnetizacijo razvili le do prvega
reda in dobili:

3

Odtod izrazimo magnetizacijo, kar je trivialno, hkrati pa enatbo olepSsamo tako, da nekaj konstant
nadomestimo z 7T,.. Tedaj dobimo za magnetizacijo

i(j+1 JzV
M=ol (B—M + BgoubBo) . (14)
gop N

N j(G+1) B
M2Vt
eIV o)

(15)

Mi zelimo imeti magnetno susceptibilnost, ki jo izra¢unamo iz magnetizacije (15) po formuli, ki jo dobro
poznamo

oM
X = Ho 355~ . (16)
9By Bo—0
Tako, da dobimo
N, G+ 1 c
oo N - 1
X =Ry 9ol =g — 5 =7 (17)

kar imenujemo Curie-Weissov zakon. Kot vidimo susceptibilnost divergira pri T.. NaSa resitev opisuje
susceptibilnost za temperature nad kriti¢no temperaturo, saj smo magnetizacijo razvili do 1. reda. Ce
pa bi jo razvili do drugega reda bi lahko gledali susceptibilnost tudi za temperature nizje od kriti¢ne
temperature.
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Ferimagnet v priblizku povprecnega polja

Fizika kondenzirane snovi
Jure Aplinc
11. april 2012

1 Naloga
Denimo, da imamo kristal z dvema vrstama ionov, ki imajo razlicen spin. Mrezi, ki jo bomo obravnavali
pravimo bipartitna mreza (na sliki 1 je prikazan en primer takSne mreze). NaSa naloga je izracunati

Slika 1: Na sliki vidimo bipartitno mrezo ferimagneta, ki je sestavljena iz dveh vrst ionov, ki imajo
razlien spin.

magnetizacijo in magnetno susceptibilnost za taksen model.

2 Heisenbergov model za bipartitno mreZo v priblizku povpreénega
polja
Ferimagnet opisimo z izotropnim Heisenbergovim modelom
H=J S; *Sj +go;1,sz,- - Bo. (1)
(ig) i
Simbol (ij) pove, da obravnavamo povezave med najblizjimi sosedi ¢ — ja natanko enkrat (indeks j pa
pretece vse te povezave z sosedi). Tega hamiltoniana ne znamo resiti v splosnem zategadelj napravimo
priblizek povpre¢nega polja, kjer se znebimo produkta operatorjev spina:
si-s; = (si)sj +si(s;) — (si)(s)- (2)
Produkt (s;)(s;) prispeva zgolj k energiji, k magnetizaciji in susceptibilnosti pa ne, zato ga bomo od-
stranili iz nadaljne obravnave.
H=1J> ((si)sj +si(s;) +gous »_si-Bo 3)
(i) i

Indeksa i in j lahko v prvem delu hamiltoniana zamenjam, saj sta nema, tako dobim 2 Z@. j) Si (s;) Vsoto
po (ij) razpiSemo na dve vsoti, prva tece po %, druga pa po najblizjih sosedih i — ja. S tem smo vsako
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povezavo steli dvakrat, odtod 1/2. Predpostavimo, da vsi spini v kristalni podmrezi z ioni tipa A in prav
tako B kazejo vsi v isto smer (ta smer pa ni nujno enaka za obe podmrezi). Tako je povpreéen spin (s;)
bodiqi (s ) bodiei (s > odvisno od tega v kateri podmrezi se nahaja j —ti Spin Tako nam vsota po

v podmrem B7 druga pa po ionih tlpa A, ki imajo za sosede le ione tipa B.

H= Zsi!]oﬂb T Z (s)+Bo | + Zsz‘goﬂb T Z (sa) +Bo (4)

icA Gotty S icB goty S

Vsota po najblizjih sosedih na primer iona A seSteje zp enakih povpreénih spinov iona B tako, da se
hamiltonjan preoblikuje v

H = stgo,ub (

i€A

Z (sp) +B0) qugoub<

i€EB

<SA> + Bo) (5)

Povpreéen spin substituiramo z magnetizacijo' ker nam bo to v nadalje koristilo

at N atty N
My = -9y, Mg = I gy, (6)
Vv Vv
Uvedemo tudi permeabilnosti x4 in p%
JzaV JzgV
A B
Koo = ———5— M flo= "5+ 7
9a981rEN 9agsuEN @
in efektivno magnetno polje
B =By — pou®Mp, BY' =By — pou*May. (8)
Tedaj nas hamiltonjan izgleda takole
H= ZgAﬂBsiBi}ff + ZQBHBSiBCBff~ 9)
icA i€B

Zgornji hamiltonian je podoben hamiltonianu, ki smo ga imeli pri paramagnetizmu zato magnetizacijo
lahko izracunamo s pomocjo Brillouinovih funkcij.

9ausNaja g (gA#BjABZ” B¢/
Vi kT B

M, = (10)

in podobno za Mp. Ako sedaj poskusamo izracunati obe magnetizaciji dobimo dve transcendentni
enachi, ki ju analiti¢no ne moremo resiti. Zato se omejimo zgolj na majhna polja (na okolico T¢) ali pa
na velike temperature in razvijmo Brillouinovo funkcijo za male argumente.

2j+1 2j+1 1 1 (27 +1)%—-1  (2j+1*—1 4 5
Bi(x coth — —coth —z | = - + 11
i(@) = 25 ( 2j x) 2j (21' x) 22 " 72050 o) ()

S pomocjo zgornjega razvoja do 2. reda v magnetizaciji izpeljemo enacbi za magnetizacijo, kjer bomo
oznacili CA = NAgAjA(jA + )HB,“O/?’ka CB = NBHQB].B(]'B + 1)/LQB;1,0/3]€1,V, EA = [(2jA + 1)4 —
g4 uhNapo/720VE in Zp = [(2jp + 1)* — Lghub Npuo/T20VED.

CAMB e = (lu'B)3 e e CB.uA e = (MA)s e e
My = T BAff_:A T3 HBAffH2BAff7 Mp = T BBff_:B T3 ||BBffH2BBff (12)

ITako kot smo to naredili pri nalogi ” Feromagnet v priblizku povpreénega polja”
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3 Kriti¢na temperatura

Postavimo zunanje polje By na 0 in poglejmo zgornji enacbi. Najbolje je, da si skiciramo obe enacbi na
isti graf in razis¢emo kdaj sploh lahko dobimo netrivialne resitve. Podobno kot pri nalogi ”Feromagnet
v priblizku povprecnega polja”mora biti zac¢etna strmina obeh krivulj dovolj velika, da sploh dobimo
presecisce. Mejno vrednost pri kateri ravno dobimo netrivialno resitev izra¢unamo takole:

T. _CA.MB _
det (—CB/lA T, =0. (13)

Odtod dobimo kritiéno temperaturo T, = \/CaCpusuPb.

4 Magnetna susceptibilnost

Iz enacb 12 bomo izra¢unali magnetno susceptibilnost. Vzemimo obe enacbi razviti le do prvega reda v

magnetizaciji, magnetno susceptibilnost izracunamo takole x4 = po %1\]/31;‘

in podobno za B. Tako
Bp—0
dobimo c c
A
xa = (1=pxp), xp= TB(I*MAXA) (14)

sistem dveh tenzorskih enacb, ki ga resimo z ustavljanjem ene v drugo. Resitvi sta

_ CaT - T3/p”

_ CsT -T¢/u" |
T2 12 '

T (15)

XA 1 in xp
Nas ne zanimata susceptibilnosti posameznih podmrez ampak susceptibilnost kristala, zato sestejemo
obe parcialni.

o (Car Cp)T = (1t + 1)) T2

16
T2_Té ( )

Vidimo, da ima x, ki velja zgolj za T' > T, divergenco pri T¢.
Poglejmo si §e poseben primer, ko so ioni v obeh podmrezah enaki in velja C4 = Cg = C in p? =

uB = pu. Tedaj dobimo za susceptibilnost

_ 20
7T+TC’

Xaf (17)
ki pa oc¢itno nima ve¢ divergence pri T = T. Oblika susceptibilnosti, ki smo jo dobili je znacilna za
antiferomagnete (spomnimo se, da smo na zacetku vzeli Heisenbergov model za antiferomagnet s tem,
ko smo izbrali drugacen predznak v hamiltonjanu).
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Susceptibilnost antiferomagneta pod Néelovo temperaturo

Jure Zmrzlikar

1 Antiferomagnet — paramagnet

Zanima nas susceptibilnost anfiferomagneta (AFM) pod kritiéno temperaturo - temperaturo faznega
prehoda. To temperaturo imenujemo tudi Neelova temperatura. Privzeli bomo naslednje:

e Opravka imamo z Bipartitno mrezo (Slika 1). To je taksna mreza, kjer sta dva tipa atomov:
A in B. Atom tipa A in samo sosede tipa B in obratno. Vidimo, da ima vsak atom za primer
2D kvadratne mreze natanko 4 sosede.

e velikost spinov posameznih atomov je enaka.

1AL
14441
(SE AR

Slika 1: Bipartitna mreza v AFM.

>

Hamiltonjan nasega problema je izotropni Heisenbergov model (IHM):

H=1JY" 88 +gup Y. 8B J>0 (1)
<i,j> i
Na tem mestu naredimo Priblizek povprecnega polja(MFA - Mean field approzimation,):
$isj = (8i)5j + (s7)8i — (5i5) (2)

Pri tem zanemarimo ¢len (sjsj), saj je konstanten, in daje svoj prispevek le k energiji, ne pa
tudi k magnetizaciji in susceptibilnosti. Dobimo:

I
gu Y_si|Bo+—— > (5| =
i

IHEB 5 hsd

kjer upostevamo, da ima vsak A atom natanko Z najblizjih B sosedov in obratno:

—gun "5 (Bo+ 2 2(w)) + gnn Y- 5t (Bo+ 205 (3)

i€A gkB icB guB
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Sedaj upostevamo zvezo med magnetizacijo in spinom:

. Na . - Ng
My = 9#37A<5A> in  Mp= 9#37]3(53 (4)

Pri tem sta N4 Stevilo atomov na mrezi A in Np Stevilo atomov na mrezi B. Privzamemo, da
sta No = Np = N in enacbo 4 vstavimo v enacbo 3. Dobimo:

- JZV - — JZV -
H=gup) si|Bo+ —5-Mp|+gup ) si|Bo+ 55-Ma (5)
S (Bor ) s 35 (30 25
BA BB

Na$ rezultat je model paramagneta! Spinski prispevek smo ”pospravili”v t.i. efektivno polje
B4 in Bp. Dobra stran vsega tega je, da v takSnem modelu reSitev za magnetizacijo ze poznamo:

—

B
|Bal

Pri tem je My magnetizacija na podmrezi A, Bj j-ta Brillouin-ova funkcija, 8 = 1/kgT in

— N ) - -
Ma = 7918 B; (ﬂguB\BAD Mp analogno (6)

Ba
[Bal

enotski vektor v smeri B A.

Nas cilj je izracuanti susceptibilnost, torej nas zanima, kakSna bo magnetizacija v zunanjem
magnetnem polju. Pogledali bomo, kako majhno zunanje magnetno polje spremeni spontano mag-
netizacijo v. AFM. Spontana magnetizacija pa obstaja - to je vendar antiferomagnet.

1.1 Resitev pri spontani magnetizaciji (5, = 0)

Iz teorije vemo, da je pod Neelovo temperaturo tudi pri éo = 0 magnetizacija nenicelna. Na
makroskopski skali to sicer ni res, saj sta M4 in Mp nasprotno enaki. Efektivno polje B4, ki
nastopa v izrazu za magnetizacijo v tem primeru kaze prav tako v smeri M 4.

B,=B,>0 A
M, B M, T M,
Qi
B,= 0 B,=B,>0
M, B, MB MB

Py V 5
(a) (b) (©)

Slika 2: Magnetizacija pri (a) odsotnem zunanjem polju, (b) polju, vzporednem z osjo z in (c) polju
pravokotno glede na os z.
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1.2 Susceptibilnost

Susceptibilnost je enaka:

oM
X = MOTBO Bo—s0 (7)

Susceptibilnost je v resnici tenzor: sprememba magnetizacije bo odvisna tudi od smeri zunanjega
polja, ne le od njegove velikosti. V nasem primeru imamo dve neodvisni moznosti: zunanje polje
lahko postavimo vzporedno s spontano magentizacijo, lahko pa pravokotno nanjo. Katerokoli smer
lahko nato sestavimo s superpozicijo. Vse to je narisano tudi na sliki 2.

1.3 Zunanje polje, vzporedno z spontano magnetizacijo: éOH

Jasno je, da bo magnetizacija Se vedno kazala le v z smer. V ta namen lahko koli¢ine zapisemo kot
skalarje in ne kot vektorje. Zaradi majhnega polja, bodo popravki majhni: spremembo magnetizacij
M, in Mp zapisemo tako:

N .

AL%:‘vHMBJBﬂﬁgMBJBA):]Wg*‘AAL4 (8)
N . _ 0

Mp = VguBJBj(Bg/ABJBB) = Mg+ AMp 9)

Pri tem smo zapisali Bg kot —Bp, saj je Bp sam po sebi negativna koli¢ina, potrebujemo pa
njegovo absolutno vrednost, zato predenj postavimo minus. Ker v izrazih za efektivno polje By in
Bp nastopa tudi magnetizacija, ta pa se spremeni, se spremenita tudi efektivni polji. Ker gre za
majhne spremembe lahko zapiSemo:

Ba=BY +ABy4 (10)
Bp = B% + ABp (11)

To malo spremembo efektivnega polja v (10) in (11) sedaj vstavimo v (8) in (9) ter razvijemo
po Taylorju do prvega reda:

N , N . ) .
My = 39135 B; (ﬁguBJ(B% + ABA)) = JF9MB] (Bj(ﬁguBJB%) + BgupjBj (ﬁguBJB%)ABA>
(12)

Vidimo, da je prvi ¢len na desni prisoten tudi pri By = 0, zato ga z vso pravico enac¢imo z Mg.
Drugo ¢len na desni ni torej ni¢ drugega kot AMy:

N o, .
AMa = J-0°u3i* BB (ﬂguBJBOA) ABy (13)
N o,y .
AMp = 26" BB (ﬂguBJ(—B%))ABB (14)

Spomnimo se defincije efektivenga polja B4 in Bp iz enacbe (5). Tudi efektivno polje lahko
zapiSemo kot vrednost pri Byg = 0 + majhne popravke AB4:

JZV JZV

Bi=BY+ABs=By— ———Mp=By— ———(M% + AM 1
4= DBy +ABs= DBy 2N Me = Bo gzu%N( B+ AMp) (15)
Vidimo, da je sta BY in ABy4 taksna:
JZV JZV
BY = =" MY ABs=By— ——+—AM 16
A gZMQBN B A 0 92,11/2BN B ( )
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Analogno lahko ugotovimo za AMp. .. Drugi ¢len v zadnji enacbi in njegovo analogijo za ABp
sedaj vstavimo v enacbi 13 in 14:

N 2. 2 .2 / - 10 JZVv
AA[4::$ﬂ7ﬂB7ﬂf%<ﬁgHB]BA><BO"EEEQQAALQ::
N ) . . .
AMA:Vf@fﬁ%@WMBQanMfM%@WmBQAMB (17)
N ) ) ) .
AMb:iwﬁ%fﬁ%(&mmbi%OBm*ﬂﬁ%Bwamﬂ*B%)AMA (18)

Zgornji enacbi sestejemo, ter upostevamo da je M = MY + MY + AMa + AMp. V AFM velja
MY = —MY, zato je skupna magnetizacija M enaka kar AM4 + AMp:

N ) ) . )
M = 20 iy 58, (BanpiB% ) Bo — J27°55; (BgnpiB% ) M (19)
Odkoder izrazimo magnetizacijo:

28547 MBJQBB’(BguBJBA>l%

M = (20)
v+ 927258, (BonsiBh )
Upostevamo izraz za susceptibilnost (7) in ugotovimo, da je le ta enaka:
g MBJ25B/<59MBJBO)
X|| = (21)

L+ 727258 Bgnni B

Izraz za x| velja tudi nad krititno temperaturo.

1.4 Susceptibilnost nad kriti¢cno temperaturo 7,

Nad kriti¢no temperaturo spontana magnetizacija izgine. Susceptibilnost pa je definirana pri zu-
nanjem polju 0. Iz tega dvojega je oc¢itno, da bo By = B% = 0. Magntizacija pri odsotnem
zunanjem polju nad Ty je seveda enaka 0,sajima Brillouinova funkcija pri argumentu 0 vrednost 0.
Njen odvod pa morda ne! Zapisimo torej razvoj Brillouinove funkcije okoli 0:

j+1 / j+1
Bi(z) = 21— — B 22
5 (2) 3 " (z) = 37 (22)
Za susceptibilnost nad T, dobimo:
2N 238 T 2Vt 2V it (23
MT 02588 T~ T+ Iz 5 T+ Ty

Kjer smo definirali Néelovo temperaturo Ty = JZ j L g+l H . Susceptibilnost nad Ty torej izgleda
takole:
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Susceptibilnost x,,,... Nnad Neeelovo temperaturo

Slika 3: Susceptibilnost nad Neelovo temperaturo. Pod njo susceptibilnosti ne poznamo, zato je
tam nismo risali.

1.5 Susceptibilnost tik pod kritiéno temperaturo 7Ty in spin 1/2

Od sedaj naprej bomo vse delali kot da imamo opravka z delci z velikostjo spina j = 1/2. Prepisemo
lahko tudi Néelovo temperaturo: kot Ty = JZ ﬁ. Brillouinove funkcije pa se za vrednost j = 1/2
zapisejo kot:

B () = tanh(z) B jy(x) =1 = B j5(x) = 1 — tanh®(z) (24)

Brillouinova funkcija nam podaja spontano magnetizacijo. Vemo, da monotono narasca od 0
do vrednosti 1, ki jo doseze v neskonénosti. Iz enacbe (6) vidimo, da je predfaktor Brillouinove
funkcije kar maksimalna magnetizacija. To je hkrati tudi vrednost magnetizacije pri temperaturi
T=0. Zapisemo lahko torej:

~ Mu(T =0)

in vstavimo to v enacbo (21)

My

Bj(x) - 31/2:1*(

N 2 21 M 2 N 2.2 1 M 2
2v9 MBZﬁB§' (1 - (MA(F:O)) ) T 279 MB@Bé' (1 - (MA(f\:O)) )

, T
1+J2§5(1— (%)2) T+TN(1— (%)2)

X| = % (26)

Vemo ze, da je nad temperaturo prehoda spontana magnetizacija enaka ni¢. Ce pa smo pod
kriti¢cno temperaturo, pa moramo pogledati kako se obnasa magnetizacija. Le tako bomo lahko
izracunali susceptibilnost pod Tx. Tega ne bomo naredili v splosnem. V prej$nji nalogi smo
pokazali, da magnetizacija okoli kriti¢ne temperature raste korensko (v feromagnetu). Podobno bi
lahko naredili za AFM, a bi trajalo dodatno uro...

Pogledali si bomo le rezultat za spontano magnetizacijo Mg pri nizkih temperaturah. Le to
lahko izratunamo iz enacbe (12). Zapisimo je Se enkrat in upostevajmo da je j = 1/2:

N 1 JZV N 1 Jzv
MQ = ——gugtanh (Bg=pupB%) in BY=—""-M% — MY =_"gupgtanh (Bg=pup—e—»(—
4= 5y9uptanh (BgsppBa) in By 2N e 4= 5y79ms tan (592UB92/(LQBJ)V(

27

Tukaj uporabimo razvoj funkcije tanh(z) = 1 — 2e72%, ko gre x — co. Upostevamo tudi da je
N gup = MY(T = 0) in da je MY = —M$. Dobimo:
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JZV M) 28)

0 _ 0 _ _ _ R,
MA_MA(T_O)(l 2exp ( BN M

Naredili bomo Se en priblizek: privzeli bomo, da je Mg v eksponentnem ¢lenu kar enak Mg(T =

0) = %g,qu‘ Dobimo:
JZ
MY :Mﬂ(T:O)(l—Qexp(—BT)) (29)

Narisimo ta rezultat:

Magnetizacija
1.2 T
Susceptibilnost x

\ -- nadT),
1.0 \ — zanizke T
\
\

0.8

0.2

n n n n n T
O'%.O 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12
T

(a) Magnetizacija (b) Susceptibilnost

Slika 4: Magnetizacija in susceptibilnost. Slednjo izracunamo "na okoz argumentom, da je mag-
netziacija konstantna.

Vidimo, da je odvod magnetizcije pri T = 0 enak 0. Torej je susceptibilnost pri T=0 zares
enaka 0!

Sedaj smo izra¢unali susceptibilnost za zelo majhne temperature, prej pa za temperature nad
faznim prehodom (nad Ty).

1.6 Zunanje polje pravokotno na spontano magnetizacijo: B,

Da bi lahko opisali vpliv kakrsnegakoli polja na magnetizacijo in tako tudi na susceptiilnost moramo
pogledati tudi kaj povzroci polje, pravokotno na spontano magnetizacijo. Efektivno polje polje je
tudi sedaj oblike:

N A

le vektorji so nekoliko drugace obrnjeni ... Slika 2. Izraza za M4 in Mg od prej sestejemo:
- N . I Ba Bp
M = —gupjB; (BguBJIBAI> <a + a> 31)
4 |Bal  |BB|
Poglejmo koliko je vrednost v zadnjem oklepaju. Pomagajmo si s skico (Slika 2). Vidimo, da
se zunanje polje seSteje, dobimo pa tudi prispevek magnetizacije:

EA EB 7éA+§B:<§0 JZV ﬂ) 1

== s - M) —=— (32)
|Bal  |Bgl | Bl 9upN "/ By
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Spomnimo se definicije susceptibilnosti v (7). Vidimo, da z izra¢un potrebujemo le linearen
prispevek magnetnega polja k megnetizaciji. Vse ostalo bo namre¢ k x prispevalo ni¢! Zato lahko
naredimo priblizek: v argumentu Brillouinove funkcije namesto |B| vstavimo |BS|. Ce bi racunali
to¢no bi dobili popravke visjih redov, ki pa bi z zahtevo da se susceptibilnost rac¢una pri By = 0
postali ni¢ni. Magnetizacija je v priblizku torej enaka:

JZV ~> 1 (33)

. N . .
M = —gupjB;(BgupilBA|)| 2Bo — 55 <M | —5
ol BAN 20 = G w M ) g

v
Spomnimo se, da je:
0 JZV 5 JZV N

JZ
= My = —guBjB;i(BgusjBY) = ——jB;(BgupiBY%) = |BY 34
= MY = it S By (Pansi BY) = S By (BansiBh) = B4 (34)

Vstavimo enacbo (34) v imenovalec enacbe (33) in dobimo:

- N A 2N
M= ——g*uj M| = *upBo — M 35
Jzvy “B< 0T 2uEN ) Jzv 9 HBPo (35)
. N
M= ——g*uj 36
- J7v 9 PBHO (36)

in iz tega susceptibinost x| :

Vidimo, da je x1 konstantna in enaka max. vrednosti x|. To lahko vidimo tudi na sliki 5.

Susceptibilnost v
0.009 . . . .

X))
0.008 |-

0.007 | i ]
0.006 | Y |
0.005 | , N ]
0.004 ' N ]
0.003 | L -~ .
0.002 | ) _

0.001} / : .

O'OO%.O 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 5: Obe susceptibilnosti; x . in xj-
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FI1ZIKA KONDENZIRANE SNOVI

Specificna toplota magnonov v feromagnetu

Marusa Vitek
17. 4. 2012

Naloga

Izrac¢unaj specifi¢no toploto magnonov v tridimenzionalnem feromagnetu pri nizki tempera-
turi (kpT < J). Uporabi priblizno zvezo za disperzijo magnonov e = Ak?.

Resitev

Najprej bomo na kratko preleteli izpeljavo disperzijske relacije za magnone, ki smo jo naredili
ze na predavanjih. ZapiSsemo hamiltonian za feromagnet in ga razpisemo z operatorji S+,
S~ in 57

H=-JY8;-S;=-J)_ [I/Q(SJSj +S7S7) + 5757, (1)

(3.3) (3.3)

kjer je S; operator spina i-tega delca in J pozitivna konstanta, sestevamo pa po vseh parih
najblizjih sosedov 7 in j. Osnovno stanje feromagneta |1o) je stanje, kjer so vsi spini obrnjeni
v isto smer. Pri¢akujemo, da bo prvo vzbujeno stanje feromagneta tako, kjer bo eden od
spinov obrnjen drugace kot ostali. To stanje lahko zapiSemo z operatorjem S~:

lpi) = S; [¥o) (2)
Ko na to stanje delujemo s hamiltonianom, ugotovimo, da |¢;) ni lastno stanje hamiltoniana.

11 i+l

SRRRRRRER RN

Slika 1: Na shemi a) je prikazano osnovno stanje feromagneta |ig), na shemi b) pa stanje |¢;),
kjer je i-ti spin obrnjen drugace kot ostali.

Hig) = (Fy + 22 i) - Z |5) (3)

Jn51

Za vzbujeno stanje,ki je lastno stanje hamiltoniana, vzamemo nastavek v obliki magnona

|¢k \/—ZeZkR I‘P] (4)



66

Magnetizem

kjer je N stevilo vseh spinov v sistemu, R; pa radij-vektor do j-tega spina. To stanje je
linearna kombinacija vseh stanj z enim obrnjenim spinom. Stanje |¢y) je lastna funkcija
hamiltoniana z lastno energijo Ey + €k, kjer je Ey lastna energija osnovnega stanja in

k-R,;
_ 2 j o A12
ex=J E sin < 5 ) ey Ak®. (5)

jns. 0

Za nizke temperature lahko sinus razvijemo in dobimo priblizno kvadratno disperzijo, ki jo
bomo uporabili pri izrac¢unu specificne toplote.

Specifiéno toploto magnonov v feromagnetu bomo izracunali kot odvod energije po tempe-
raturi. Zato najprej izpeljimo izraz za energijo. Pri dovolj majhni gostoti magnonov se ti
obnasajo kot bozoni. Njihovo zasedbeno Stevilo je zato

B 1
e — 17

(6)

Nk

energijo pa izra¢unamo kot vsoto, ki jo lahko prevedemo na integral:

9
E:Zﬂkﬁk—)/eﬂg_lg(g) de. (7)
k 0

Izrac¢unamo gostoto stanj g(€) in pri tem upostevamo, da je diferencial energije de = 2Ak dk

. . 1. . . . dN __ 2_V .
in da je za tridimenzionalni primer < = 47k OISR

1dN 1dNdk 1 AN k VE

96 =V "V & 2AVE b IPA AR (®)

Ta izraz nesemo v integral in dobimo:

o] oo

1 g’ 1 e
b= / 4Am2 A% efe — 1 de = 42 A% 37/ / er —1 dz 9)
0 0

Na tem mestu upostevamo, da je izraz pod integralom enak %ﬁ((g) = 1.783 = I in dobimo
konéni izraz za energijo
I(kpT)™?
T A AR
Ta izraz zdaj odvajamo po temperaturi in dobimo prispevek magnonov k specifi¢ni toploti
feromagneta:

(10)

. _ OE _5lkg (k;BT>3/2

~ 9T " s\ 4 (11)

V primeru tridimenzionalnega feromagneta je specifiéna toplota sorazmerna s 7%, V dveh
dimezijah je gostota stanj konstantna, zato je ¢ sorazmerna s temperaturo. V eni dimenziji
pa je gostota stanj sorazmerna z £~ in je zato specificna toplota sorazmerna s VT.
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FI1ZIKA KONDENZIRANE SNOVI

Magnoni v antiferomagnetu

Marusa Vitek
17. 4. 2012

Naloga

Izpelji disperzijsko zvezo za magnone v enodimenzionalnem antiferomagnetu.

Resitev

Antiferomagnet obravnavamo v Heisenbergovem modelu, zato hamiltonian zapisemo kot

H=17Y S8, (1)
(i.5)
kjer je J pozitivna konstanta, S; pa i-ti spin. Obravnavo bomo zaceli v Heisenbergovi sliki

kvantne mehanike. Casovno odvisnost funkcij v Schrodingerjevi sliki, [(t)) = e‘i%t|w(0)>,
tu nadomesti ¢asovna odvisnost operatorjev:

H _;H v Heisenbergovi 2 y:s
(WO AR(®) = ((0)e T A (0)e ) T ((0)]ef i AeT H(0)) = (HAWD)]Y).
(2)
Z odvajanjem operatorja A(t) po ¢asu dobimo Von Neumannovo enacbo

dA ) )
= = SHA(t) - AWH

?

F[H A(t) = ihA = [A(t), H). (3)

Za izbrani p-ti spin zapisemo gibalno enacbo:
ihS, = [S,, ] _Si-8;]. (4)
(i.9)
Uporabimo zvezo za komutator komponent spina in splosno komutatorsko zvezo.

[Si(m S]ﬂ} = ihéianﬁ,ySi,Y
[A, BC] = B[A,C] + [A, BIC
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Za koordinato « (o, 8 € {z,y, z}) se enacba (4) prepise v

ihs’pa = pa7 Z S1ﬁ jﬁ =J Z < SPG Slﬂ 8+ S’bﬁ [SPQ,S]@]>
(i,3),8 (i,5),8
=ihJ Z <5pi5aﬂv‘smsjﬂ + Siﬂ(spjga/ivspv) =
(i,5).8y (6)
J
= h2< Z Opi€apySpySjp + Z Siﬁ5pj5aﬁvsm>
Jn.s.p.Bry jn.s.p,B preindeksiramo in seStejemo
=ihJ Y CapSipSpy =ihJ Y [Si xS,
Jn.s.p,Byy jn.s.p

Spine bomo zdaj obravnavali kot vektorje, klasicno, ne da bi se preve¢ obremenjevali z
dejstvom, da je spin sicer povsem kvantna koli¢ina. Izkaze se, da s tem postopkom dobimo
enak rezultat kot s kvantnomehanskim.

Do sedaj nas geometrija problema ni zanimala, zdaj pa si delo poenostavimo in se spomnimo,
da imamo opravka z enodimenzionalnim antiferomagnetom. UpoStevamo da sta v vsoti po
najblizjih sosedih p-tega spina le dva ¢lena in zapiSemo poenostavljeno gibalno enacbo:

Sp=J(Sp—1 X Sy +Sp1 X S,) (7)

Razpisemo jo po komponentah:

SE = J(SY_, Sz — 578U+ Y187 — 52,,5Y)
SY = J(S5, 5% — S¥ Sz + 5%,,5% — S¢,,57) (8)
Sz = J(S2_,SY — SV, S + 82,50 — Y, 5%)

Magnoni so majhna nihanja spinov okrog ravnovesne lege.

2p-1 2p 2p+1

ST s TS
A BABABATB A BABABATB

Slika 1: Na shemi a) je prikazano ravnovesno (osnovno) stanje antiferomagneta, na shemi b) pa
vzbujeno stanje, magnon, kjer spini nihajo okrog ravnovesne lege. Prikazana je tudi razdelitev na
podmrezi A in B.

Ravnovesna lega spinov je (0,0,+5%). Upostevajmo, da so odkloni majhni: S*, SY <« S
in 5% ~ £5. Produkte 5*SY lahko zanemarimo enacba za z-komponento se poenostavi v
S, = 0. Antiferomagnet zdaj razdelimo na dve podmrezi:

A: vsebuje spine s sodimi indeksi (2p), ki so obrnjeni navzgor (S* = S).

B: vsebuje spine z lihimi indeksi (2p 4+ 1), ki so obrnjeni navzdol (5% = —5).

2
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Enacbi za komponenti x in y prepiSemo za vsako podmrezo posebej in pri tem za S* Ze
vstavimo +.5.

A: S5, = JS(25%,+ 4,1+ Sy,_1)

Sy =—JS(285, + 51+ S5,1)
B: S5, = —JS(254,1 + S4, +5Y,15)
' JS(285,.4 + S5, + S510)

Enacbi za posamezno podmrezo seStejemo in uvedemo kompleksno spremenljivko St =

ST 405V,

9)

Y
S2p+1 -

A: iS5 = JS(255, + Sty + 55,1

; O + + + (10)
B: — iS5, = JS(255,1 + S5, + S500)

Sistem bomo resili z nastavkom za ravne valove:

S;p _ Aei(kaafwt)

S;;H.l — Bei((2p+1)ka—wt)

(11)

Nastavek vstavimo v enacbi, krajsamo e!?Pk*=%%) v enaébi za podmrezo A in ¢/((@rtDka=wt)
enachi za podmrezo B in dobimo sistem:

A: wA =2JS(A+ Bcos(ka))

(12)
B: wB = —2JS(B + Acos(ka))
Definiramo 2JS5 = wy. Da je sistem resljiv, mora biti determinanta enaka 0:
w—wo - —wocos(ka)| w® — w + (w cos(k‘a))2 =0 (13)
wocos(ka)  w+wpy 0 0
Od tu sledi izraz za disperzijo v enodimenzionalnem antiferomagnetu:
w? = wi sin®(ka) = ‘w = wp| sin(ka)| ‘ (14)
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Polarizabilnost vodikovega atoma
Fizika kondenzirane snovi

Jaka Mur, 24.2.2012

Naloga
IzraCunaj polarizabilnost vodikovega atoma.

Resevanje

Hamiltonian vodikovega atoma v zunanjem elektricnem polju E= |E |e; zapiSemo za elektron, ki
¢uti vpliv pozitivnega protona v jedru. S tem prevedemo problem dveh teles na problem enega:

LR Y R
T 2m Ame,r €ol=12 = Ho ’
V Hamiltonianu H je H' = —e0|E|z popravek k Hamiltonianu prostega vodikovega atoma Hy,
naboj elektrona je e, = —1,6 * 1071 As. Osnovno stanje vodikovega atoma opise funkcija
2 1
= — _T/r
Vo) = =e ",

B
za katero velja Hy, = Egy,, Kjer je E, = —13,6¢V.

ReSevanja problema se lotimo z variacijskim pristopom, iS¢emo minimum energije
g W)
W)

Nastavek, ki ga uporabimo, je linearni popravek funkcije osnovnega stanja vodikovega atoma

Y =1o(1+22) =9 + 9.

Funkcija ni normirana, zato moramo najprej izraCunati
W) = fl[)*(all)(f:)df = fl/}%(?)(l + 22z + A?z%)dr =1+ Azflpg(F)zzdF =1+ 21%r2
Ostane nam Se pri¢akovana prednost Hamiltoniana
(WIHIY) = (Yo +Y'|Hy + H'[po + ') =
= (YolHolho) + (WolH'[Yo) + (o HolYp"y + @holH'[Y") + (P [Holho) + (' |H'|1ho)
+ W' Ho[") + (W'|H'[Y")

Racunanju nekaterih ¢lenov se lahko izognemo z upoStevanjem parnosti funkcij. Operator
parnosti P nam da Py, = +1, Py’ = —1, PHy = +1 in PH' = —1. Ce je skupna parnost izraza
P(A|B|C) = PA* PB = PC = —1, potem je (A|B|C) = 0. |z tega sledi, da so izrazi

(1/)0|H’|1/J0) = (¢0|H0|¢’) = (1/J’|H0|1/Jo) = (1/J’|H’|1/J') = 0.
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Po definiciji osnovnega stanja je (Y|HylYo) = Ey. Ker stayy, P’ € R, ostanejo trije Cleni

(WIHIY) = Eo + 20 [H'[o) + (' |HolY')-
Preprosteje je izraCunati (¢'|H'[,), ki je
W) = [ o022 + (=eolElz) » o = —eoAlE| [ w()72d7 = ~eo|Elr.

Zaizracun (Y'|Hy|y") poglejmo najprej, kaj naredi Hyy'.

00 9 0 02 9% o7 02 92 Yo . 0%,
2 - - — —
Vet tar *(asz’ay )(1!)0/12) AZ(a 2 >¢°+2’1 oz TG,

iz Cesar sledi, da je

h?2 9 W 9
Ho' = AzHyo — 2,1%_/1 ——21%

2

Sedaj lahko izraGunamo cel integral in upoStevamo, da je E; = —

)
W'\ Holy') = jmpo (EOAZ——ZZA%> dr :AZonwg(F)zzdf—%Azfz‘xwa#z(r))df

.
2mrg

R R h? R h2
= AZEOTBZ —%lzfa(zd}%(r)) dr +%/1sz5(?) dr = AZEOTBZ +ﬁlz =0.

Celoten izraz za energije, ki ga zelimo minimizirati po 4, je
E, — 2e0/1|5|r§
E=—17 212
Minimum poiS€emo z odvodom

-2
OE Ey + /Eg + 4e2|E| 2

37 = O i ll = = )

04 Emin 2e|E|r?
kar lahko za E, > e0|1§ |rB in ob upoStevanju priCakovane smeri perturbacije, tako da vzamemo
negativno predznacen del, poenostavimo v

30|E|

A=— .
E,

Iz perturbirane valovne funkcije izraCunamo dipolni moment, ki se po smeri sklada s smerjo
zunanjega elektricnega polja

2ef|E -
:—eofz/) (r)rdr——eojlpo(r)(l— I | ) = %olrz? a|E|.

Ponovno upoStevamo izraz za energijo osnovnega stanja vodikovega atoma E, in dobimo
polarizabilnost, ki je
a = 16me,rs.
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Univerza v Ljubljani
Fakulteta za matematiko in fiziko

Oddelek za fiziko

naloga pri predmetu Kondenzirana snov — vaje, prvi letnik II. bolonjske stopnje
Disperzijska relacija za polaritone

Avtorica: Nina Lopic¢
Mentor: doc. dr. Tomaz Rejec
Ljubljana, maj 2012

IS¢emo disperzijsko relacijo w = w(Kk) za izolatorje, toéneje za dvoatomni ionski kristal.

Najprej pois¢emo odvisnost dielektriénosti od frekvence e(w). To zvezo smo izpeljali na predavanijih pri
prof. dr. Petru Prelovku. Tu jo izpeljemo po [1].

Gledamo 1D model (Slika 1), kjer imajo negativni ioni maso M_ in pozitivni M, koeficient vzmeti je k,
u_ je odmik negativnega iona in u, je odmik pozitivnega.

k - + - +
(S CRAQIL LR ARCEAOLILCER AELEA
M-, M,
slika 1: 1D model dvoatomnega ionskega kristala.
Po Newtonu velja:
M_ii_ = —k(u_ —u,) — eEjy¢ (1)
in
M, i, = —k(u, —u_) + eEj,, (2)
pri Cemer je e naboj, E;, pa lokalno elektricno polje okoli iona.
Naredimo nekaj substitucij:
u,—u_=u,
LN
M M, M.’ (3)
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u = uge ot

Ejoc = Ege 't

Od enacbe (2) od$tejemo enacbo (1), uporabimo substitucije (3) in dobimo:

eEo/M
o @
pri éemer je w frekvenca nihanja.

Uy =

Ob upostevanju enacbe (4) je polarizabilnost ionskih nihanj a,, taksna:

Po eug e?

"TE, B M@ —w?)’

(5)
pri Cemer je p, magnetni dipolni moment.

Polarizabilnost pozitivnih, negativnih ionov in polarizabilnost ionskih nihanj je:

2
e
a(w)=at +a” +

—. (6)
M(®? — w?)
Spomnimo se Clausius-Mossottijeve zveze, ki povezuije dielektriénost € in polarizabilnost:

e(w)—1 _ 4ma(w)
elw)+2 3V’

(7)
pri Cemer je V volumen primitivne celice v mirovanju.

Ce enacbo (6) vstavimo v (7), dobimo:

8
ot =32 (22D) “
€ +2/’

€0 > €,

pri Cemer je €, dielektricnost pri zelo nizkih frekvencah, €., pa pri zelo visokih frekvencah.
Poglejmo limite enacbe (8):

lim e(w) = €y,

w—00

lim e(w) = ¢ .
w—0

(9)
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Pri funkciji e(w) hitro vidimo pol pri wr. Za niclo pa velja w? = w3eq/ €. Funkcijo e(w) Se
narisemo:

g

R L e e i

Slika 2: Odvisnost dielektricnosti od frekvence. wt in wy, sta transverzalna in longitudinalna frekvenca.

Zanima nas, kako je dielektriCnost e povezana z valovnim vektorjem k. Odvisnost dobimo iz
Maxwellovih enacb, pri Cemer upostevamo, da imamo izolator:

V'E=£,

€o

V-B=0,
. aB (10)

XE=——

ot’

VxH—aD

oot

Upostevamo Se:
B=puH , p=1,

(11)

D = e(w)eyE.
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Iz enacb (10) in (11) izpeljemo valovno enacbo (znebimo se magnetnih delov):

VXH—aD i B = H
=t n = HHo

(12)

aD
=>V><B=uoﬁ.

JB

VXE=—-—,
at

VX (VXE —Vx( aB)
(VXE) = =)

V(V-E)—VZE:—%(VxB), (13)

Y(2)-vE =g )
€ = Toc\Mog )

V?E = —-.
ot?

Valovno enacbo (13) reSujemo z nastavkoma:
E = Egei(kr=@0 jp P = pyeikron,
Ege ir—00 (k)2 = i Doe =00 ()2
Ek? = pnyw?D,

Ek? = pyw?e(w)eE,

, (14)

e(w) =——-o,
W™ Ho€o

k2c?

ew) ="

= k= %,/e(w).

Ce v enacbo (14) vstavimo enacbo (8), potem dobimo:

(15)




Dielektri¢ne lastnosti izolatorjev

79

IzraGunajmo limite enacbe (15):

lim k w kc
= — = =
Jim c Ve w =
(16)
. w kc
S pomocjo teh limit (16) in relacije e(w) (Slika 2) lahko priblizno nariSemo disperzijsko zvezo za

polaritone:

;‘..

Slika 3: Disperzijska relacija za polaritone.

Viri:
[1] N. W. Aschroft, N. D. Mermin, Solid State Physics, 1976.



80

Dielektri¢ne lastnosti izolatorjev




Del VII

Landauova teorija faznih prehodov

81






Landauova teorija faznih prehodov

83

Landauova teorija faznih prehodov v feroelektrikih
F1ZIKA KONDENZIRANE SNOVI

Bostjan Mavri¢
Ljubljana, 9. maj 2012

1 Naloga

S pomocjo Landauove teorije faznih prehodov izra¢unaj temperaturno odvisnost polarizacije in
dielektri¢no konstanto za prehode drugega reda.

2 Resitev

Landauova teorija predpostavlja, da lahko prosto energijo sistema v blizini tocke prehoda razvi-
jemo po ureditvenem parametru, tj. neki koli¢ini, ki ima nad tocko prehoda vrednost 0, pod
tocko prehoda pa zavzame neko od ni¢ razlicno vrednost. Ker se ukvarjamo s feroelekrikom,
je naravna izbira ureditvenega parametra polarizacija P. Da si obravnavo poenostavimo, pred-
postavimo, da imamo opravka z dolgo ravno palico, elektri¢cno polje E, pa je usmerjeno vzdolz
njene osi, vzporedno s polarizacijo, tako da je problem enodimenzionalen. Prosto energijo fer-
oelektrika v elektricnem polju potem zapisemo kot

1 1 1
F(p,T,P)=Fy—VEP+ g P+ 5gQPQ + 593133 + Zg4P4 +... . (1)

Ravnovesno vrednost polarizacije Ps dobimo iz minimuma proste energije

oF 0’r
——=| =0 in —5| >0. (2)
OP|p, op? P,
Pogoj za minimum proste energije je torej
(@B + g1) + g2P + g3P* + gaP° +--- = 0 (3)

Poskusimo dolo¢iti vrednosti nekaj koeficientov v zgornjem razvoju. Takoj opazimo, da ima
enacba resitev P = 0 samo, ¢e je aF + g1 = 0. Taksno resitev zelimo, saj opazujemo fazni
prehod feroelektrika, zato v razvoju proste energije (1) opustimo ¢lene linearne v polarizaciji.

Ker Zelimo, da se pri temperaturi prehoda Ty tocka P = 0 spremeniti iz lokalnega minimuma
v lokalni maksimum, se mora pri temperaturi 7Ty spremeniti predznak ¢lena go. Predpostavimo
lahko, da je ¢len go = (T — Tp), v > 0.

Zelimo Se, da je stanje s P = 0 ravnovesno tudi pri temperaturi prehoda. Iz analize vemo,
da ima odvedljiva funkcija v toc¢ki ¢y minimum, ¢e za neko liho Stevilo n velja, da so vsi odvodi
f(k)(azo) =0 V k<ninje f<”+1>(;r) > 0. Da to dosezemo, mora pri temperaturi Ty veljati
g3 = 0in g4 > 0. Temu pogoju lahko zadostimo na dva nac¢ina. Lahko je pri T' = Ty koeficent g3
enak nic, ker je taksna njegova temperaturna odvisnost, lahko pa je enak ni¢ zaradi simetrijskih
lastnosti obravnavanega kristala. V nadaljevanju bomo obravnavali le primer kristala, ki je
invarianten na inverzijo prostora, kar pomeni, da v razvoju proste energije (1) lihe potence P
ne nastopajo.
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2.1 Prehod drugega reda

Za, obravnavo prehoda drugega reda je dovolj, da vzamemo razvoj proste energije le do cetrtega
reda

1 1
F=y(T~ To)P? + 1g4P4, (4)
iz ¢esar dobimo pogoj za ravnovesno polarizacijo Pk

&@U—%PWJQZQ (5)

Enacba ima dve resitvi. Ce je T > Ty je edina realna resitev Ps = 0, ¢e pa je T' < Tj, potem

postane realna tudi resitev
Po==+,/ LTy —T. (6)
94

Vidimo, da je v tem primeru Ty kar enak kriticni temperaturi.

\ T>Ty — /
T=Ty —

\\ T<Ty — /f‘

\ T<Ty —— /

Prosta energija
/
\

Polarizacija
Slika 1: Odvisnost proste energije feroelektrika pri faznem prehodu drugega reda.

Za taksen kristal lahko enostavno izracunamo njegovo elektri¢no susceptibilnost
10P

— o 7
e dFE

V ta namen prosto energijo razvijemo do Cetrtega reda in vanjo vklju¢imo Se vpliv zunanjega

Xe

polja. Tako dobimo pogoj za ravnovesje
—VE +~(T —Ty)P + g4 P> = 0. (8)

Odvod polarizacije po polju, ki ga potrebujemo pri ra¢unanju dielektri¢ne konstante dobimo z
odvajanjem zgornje enacbe (8) po E

op
+30uP?=— =0 9)

oP
—V+’Y(T—To) o =

OF

2
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iz Cesar izrazimo OP/OF, ki ga vstavimo v definicijo susceptibilnosti (7). Tako dobimo izraz za
susceptibilnost

1 14

0 y(T —To) + 394 P%

V izrazu nam je ostala polarizacija. Znebimo se je tako, da predpostavimo, da se ravnovesna
polarizacija zaradi zunanjega polja le malo spremeni in lahko uporabimo kar izraz za ravnovesno
vrednost brez zunanjega polja (6). Tako dobimo koné¢ni rezultat

Xe (10)

(T > Te) = %ﬁ (11)
(T < Tg) = %ﬁ (12)

2.2 Prehod prvega reda

Prehod prvega reda lahko v Landauovi teoriji obravnavamo na ve¢ nacinov. Taksen prehod
dobimo, ¢e opustimo zahtevo g3 = 0, vendar pa s tem izgubimo simetrijo v resitvah. To
simetrijo ohranimo ¢e predpostavimo, da je koeficient g4 < 0. V tem primeru moramo prosto
energijo razviti do Sestega reda in zahtevati gs > 0. Pogoj za ravnovesje tako postane

P; (W(T —To) + 9P} + 96P34) =0. (13)

Poleg trivialne resitve Ps = 0 imamo Se resitvi

, 910} — 4n(T — Ty)
}DS:I: = 296 . (14)

Ker iS¢emo minimum proste energije, izberemo resitev s predznakom -+, saj se izkaze da resitev
s predznakom — predstavlja lokalni maksimum. Lokalni minimum se v pri polarizaciji Psy
pojavi, ko postane g7 — 4gey(T — Ty) > 0, kar se zgodi pri temperaturi
Ty =Ty + I (15)
0T dgey”
Ker moramo, da dobimo vrednost polarizacije, izraz (14) Se koreniti, mora biti vrednost Stevca
veCja od 0. Tezave s tem pogojem ima le resitev Ps;_, kar omeji njen obstoj na temperature
vecje od Tp.
Vidimo, da imamo nad temperaturo 7}, en globalni minimum pri P = 0. Ko je temperatura
v obmocju T < T < Ty, se pojavita dva lokalna minimuma. Globalni minimum je $e vedno
v P = 0, metastabilno pa je stanje s P = Pqy. Ce temperaturo Se naprej nizamo dosezemo
temperaturo prehoda T¢, ko je prosta energija v obeh minimumih enaka. Ce je temperatura
na intervalu Tp < T' < T, se vlogi stanj zamenjata in postane metastabilno stanje s P = 0; ko
pa temperatura pade pod Ty ostane stabilno le stanje P = Py, pri P = 0 pa se pojavi lokalni
maksimum.
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Prosta energija

T>Tw, ——
Te <T <Twm ——
T=T¢c ——
To<T<Tc —

T < Ty

Slika 2:

Polarizacija

Odvisnost proste energije feroelektrika pri faznem prehodu prvega reda.
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Domaca naloga
Ginzburg-Landauova teorija domenske stene

Peter Nagli¢
15. maj 2012

1 Naloga

Zanima nas obnasanje prehodne plasti (domenske stene) med dvema domenama z nasprotno magnetiza-
cijo v feromagnetu (glej sliko 1).

Slika 1: Skica problema.

2 Resitev

Pojav razlozimo s pomoc¢jo Ginzburg-Landauove teorije, kjer zapisemo prosto energijo v obliki
F= /dgr[%(Vm)2 +am?(r) +b m4(r)]7 (1)

kjer je @ > 0, b > 0 in a = (T — T.). Prvi ¢len nam da pozitiven prispevek, ¢e se magnetizacija
spreminja s krajem in tako sili sistem k ¢im pocasnejsi spremembi magnetizacije, saj je takrat gradient
majhen. Druga dva ¢lena temu nasprotujeta, saj si sistem pod temperaturo faznega prehoda zeli imeti
magnetizacijo. Z minimizacijo proste energije bomo dobili funkcijo m(r), ki bo kompromis med obema
prispevkoma.

Imamo torej variacijski problem

F= [ @ fmir), vm) @
oF .
S = 0 (min) (3)
in odtod dobimo Euler-Lagrangeovo enac¢bo
af of
_ =0. 4
om V8(Vm) 0 )
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Ko vstavimo funkcijo f se minimizacija proste energije prevede na resevanje sledece diferencialne enacbe
—a Am(r) +2a m(r) + 4bm?(r) = 0. (5)

Za nas primer se bo magnetizacija spreminjala le vzdolz osi z in zato prepiSsemo diferencialno enacbo v
obliko

_ 0%m(z)
At 2a m(z) +4bm3(z) = 0. (6)
Pokazimo Se, da se funkcija
a Im(z)\? _ 20\ _ 4
5 ( o ) am®(z) —bm*(z) (7)

ohranja vzdolz z:

525 (G —om o) = o) (G) -2 -G
= %—?(&%72(177174177713)

Il
=}

: (8)
V zadnjem koraku smo upostevali diferencialno enacbo 6 in dobili res 0. Funkcijo 7 lahko torej ena¢imo
z neko konstanto, ki ni odvisna od z.

(8m

2
E) —am?-bmi=C (9)

[NJSH

Za boljso preglednost uvedemo asimptotsko vrednost magnetizacije mo = y/—a/2b (dale¢ stran od do-
menske stene), korelacijsko dolzino £ = /—a/2a, brezdimenzijsko magnetizacijo m = m/mg in parameter
Z = z/€. Tu smo predpostavili, da je a < 0, kar pomeni, da smo pod kriti¢no temperaturo. Tako lahko
zgornjo enacbo prevedemo na brezdimenzijsko

R

Konstanto C' lahko dolo¢imo iz asimptotskih vrednosti magnetizacije

. om
ZEIjI:loo ( BE ) =0 (11)
lim m? = 1 (12)
Z—+oo
in dobimo i
!
=-. 1
= (13)
Sedaj lahko enacbo 10 malo preoblikujemo
1 s0m\?2 1 m2\2
- = (= - = 14
: () =G-%) (1)
in jo korenimo
o 1
T (1-md). (15)

9z 2

Sedaj pa predpostavimo, da magnetizacija vzdolz osi z narasca in bo torej njen odvod vseskozi pozitiven.
Posledi¢no vzamemo le pozitiven predznak. Izraz tako moramo le Se integrirati

™2 dm 1 /7
= — [ 4z 16
L e / 16)

kjer je Zp mesto na osi z z magnetizacijo 0. Dobimo

arctanhm(z) = 20)- (17)

L.
E(Z_ZO)
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E|E

Slika 2: Odvisnost magnetizacije od koordinate z (zop = 0).

Koncen izraz za magnetizacijo pa je

m(z) = mp tanh (Z\;;O> (18)

Kot vidimo, nam korelacijska dolzina £ predstavlja efektivno Sirino domenske stene. Ko gremo proti
kriti¢ni temperaturi, zacne Sirina stene divergirati kot

E=\ -z (19)
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Domaca naloga
Londonova enacba za superprevodno plast

Peter Nagli¢
15. maj 2012

1 Naloga

Imamo neskonéno superprevodno plast, omejeno v smeri osi z pri z = +d, v zunanjem magnetnem polju
By = Bpé,. Izracunali bomo magnetno polje in gostoto elektricnega toka v plasti ter susceptibilnost
plasti v limitah tanke in debele plasti.

2 Uvod

Pri izpeljavi enacbe Londonov sprva predpostavimo dvotekocinski model, kjer le del prevodnih elektronov

prispeva superprevodnem toku. Za te lahko zapisemo gibalno enacbo, ki ne vsebuje disipacije

dv,

m =
dt

*CoE, (1)

kjer je E neko trenutno polje, ki inducira tok. Za superprevodni tok velja

Js = —nseovs. (2)
To vstavimo v prvo enac¢bo in dobimo
dj, _ nsep
s — E. 3
dt m 3)
Upostevamo Maxwellovo enacbo V x E = —9B/0t v katero vstavimo elektri¢no polje iz enacbe 3 ter
izpostavimo ¢asovni odvod
O v xij+ %) — g (4)
ot Is m 7

Kot vidimo, je izraz v oklepaju konstanten po ¢asu. Zaradi Meissnerjevega efekta je ta izraz celo enak
ni¢, saj morajo notranji tokovi povsem izni¢iti zunanje polje B. Dobimo

. e5
Vxj,=-—"B. (5)

Z upostevanjem Se ene Maxwellove enacbe V x B = pgj,, pa lahko pridemo do ena¢be Londonov

1
A2

m
A=,/ —. 7
\ ponsed @

V:B = —B, (6)

kjer je
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zA —_—p

o

Slika 1: Skica problema.

3 Resitev naloge
Ker zunanje magnetno polje kaze v smeri osi z, lahko ena¢bo Londonov za polje v plasti zapisemo kot

8231(2) _ -Bz(z)7 (8)

022 A2
kjer smo tudi upostevali, da se spreminja le s koordinato z. Splosna resitev zgornje diferencialne enacbe
je
J . - -
B,(z) = C'sinh (X) + D cosh <X> (9)
Za dolocitev konstant pa moramo upostevati Se robne pogoje B, (d) = B,(—d) = By, tako dobimo
B
C=0in D=—"—. (10)
cosh()
Konéni izraz za magnetno polje v superprevodni plasti je
cosh(%)
Bqy(2) = By——+. (11)
cosh(§)

Sedaj nas pa zanima gostota elektri¢nega toka v plasti. Pomagali si bomo z Maxwellovo ena¢bo V x B =
tojs- Ko razpiSemo rotor, vidimo da je potrebno izracunati le

1 0B.(z)
y = — 12
J Yy 1o 62 ( )
Odtod dobimo koncen izraz za gostoto elektricnega toka v superprevodni plasti
sinh(%)
sy = Js 5 13
oy =J yocosh(%) (13)
kjer je jsyo = Bo/poA. Poglejmo $e magnetizacijo:
1
M, (z) = —(Bz(z) — By). (14)
Ho
Za izracun susceptibilnosti bomo potrebovali povpreéno magnetizacijo
_ 1 /¢
M, = — M, (z)d
54 /7 ] (z)dz
1 d
= B — By)d
2dpo /_d( +(2) 0)dz
B() ()\ d
= 2 (Stann(5) - 1). 15
o \g b (5 (15)
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1 1
o B 2% o
: -1 3
0 —-d 0 0 d
z
Slika 2: Odvisnost magnetnega polja in gostote elektricnega polja znotraj superprevodne plasti. Debelina

je d = 10\.

Susceptibilnost pa potem dobimo kot

M,

Ho ?0

3tanh (%) - 1.

Za tanke plasti (d < ) lahko tanh(d/\) razvijemo in dobimo

o

X

3
a6 5w) !

1o}

Za debele plasti (d > \) pa vemo, da je tanh(d/\ — oc0) = 1 in tako

A
~ 2
X d
~ .
0
><
_l 7777777777777777777777777777777777777777777777777777
01
d
hy

(16)

(17)

(18)

Slika 3: Splosna odvisnost susceptibilnosti od debeline plasti v primerjavi z vdorno globino.
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Domaca naloga
Kriti¢ni tok v cilindriéni zici
Peter Nagli¢
15. maj 2012

1 Naloga

Po cilindri¢ni supreprevodni zici z radijem R tece kriti¢ni tok I, ki na robu zice ustvarja ravno kriti¢no
jakost magnetnega polja H.. Zanima nas porazdelitev gostote elektricnega toka in magnetnega polja
znotraj zice. Ugotoviti pa zelimo tudi zvezo med kriti¢nim tokom I, in kriti¢nim poljem H..

2 Resitev naloge

Pri tej nalogi najprej izpeljemo enacbo Londonov za gostoto elektricnega toka. Zatnemo z enacbo (za
izpeljavo glej prejsnjo nalogo)
2
. nseg
V x Js = — :)’l B7 (1)

kjer je m masa elektrona, n, Stevilska gostota superprevodnih elektronov in ey osnovni naboj. Na
zgornjo enacbo delujemo z rotorjem, upostevamo Maxwellovo enacbo V x B = pgj, in tako dobimo

enacbo Londonov 1

V2js = Fjs? (2)

m
A=, —. 3
\ ponsed ®)

Zaradi cilindri¢ne geometrije problema vidimo, da je gostota elektri¢nega toka odvisna le od radija in je
oblike

kjer je

Js =i(r)e.. (4)

Enacba 2 se z upostevanjem cilindri¢nih koordinat in oblike nastavka poenostavi v

1d (de(v')> i(r) 5)

rdr dr Az
To malo preoblikujemo in dobimo
dzj dj
247 a2
xdx2+xdx z%j =0, (6)

kjer je z = r/A. Splosna Besselova diferencialna enacba je

2

1°4 dj
22 +y—f}+(y2—a2)j:0, (7)

Yar TVa

katere resitve so Besselove J,(y) in Neumannove funkcije Y, (y). Da dobimo nazaj naso enac¢bo, moramo
vzeti y = ix in a = 0. Resitev diferencialne enacbe 6 je

LT
i—

jr) = o A) +DY0<Z§). 8)



Superprevodnost

97

Formalno se tem funkcijam z imaginarnim argumentom rece prirejene Besselove funkcije in se jih oznaci
kot:

Io(x) i I (ix),
m1_o(z) — Io(x)
K = - 9
o) 2 sin(am) )
Dolo¢imo sedaj konstanti C' in D. Funkcija Yo(ir/\) divergira, ko gre r — 0, zato postavimo D = 0.
Konstanto C' pa lahko dolo¢imo s celotnim tokom I, ki te¢e po zici. Gostoto elektri¢nega toka moramo
integrirati po preseku zice

R
I, = /j('r)27r7'dr
Jo

= 27TC/O.RJ()(Z‘§>TCIT

;R
by

= —271C\? / Jo(uw)udu
0

R_ /R
= _ZWC)\%XL (ZX>
R
— 27RO, (X) (10)
1z tega sledi, da je konstanta C'
I.
C=—-"——. (11)
2rRAL (%)

Tako je konéni izraz za gostoto elektricnega toka

1. (%)
2R ;E%ge (12)

Js(r) =
kjer smo pisali Io(r/X) = Jo(ir/N).
Sedaj lahko s pomocjo enacbe 1 dolo¢imo magnetno polje znotraj zice

m
B=-——"Vxj 13
e X Js (13)

Ko razpisemo rotor v cilindricnih koordinatah in upostevamo odvisnost ter smer gostote elektricnega
toka, nam ostane le

m dj(r) .
B =
(r) nseg dr e
. L dl (zx) )

— é,. (14)
e ompan (£)  dr T

Odvod lahko izra¢unamo z upoStevanjem naslednjih identitet za Besselove funkcije

d(z*Jq o
% = T Jaflv
Jw = (~1)%.. (15)

Tako dobimo

dJo(Z&) li’lJl <z£>

dr A
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Slika 1: Odvisnost magnetnega polja in gostote elektri¢nega polja znotraj superprevodne cilindri¢ne Zice.
Polmer je R = 10\.

Magnetno polje znotraj zice je

B(r) = ;75; Ili (<%>) é,.

Na robu zice je magnetno polje ravno enako kritiénemu polju B(r) = poH, in odtod dobimo povezavo
med kritiénim tokom in kriti¢nim poljem

(17)

I, = 2nRH,. (18)

Do iste povezave bi lahko prisli tudi z Amperovim zakonom
I.= j{H -dl =27RH.. (19)

Ce tece po zici kriti¢ni tok, magnetno polje na robu superprevodnika doseze ravno kriti¢no vrednost, pri
kateri se superprevodnost podre in zica preide v normalno stanje.
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Domenska stena na stiku navadnega in
superprevodnega stanja,

David Fabijan
28112026

22. maj 2012

1 Naloga

Zanima nas pri kaksnih pogojih je za superprevoden sistem ugodno da vsebuje
domensko steno, ki ga loCuje na superprevoden in navaden del.

v

Normalno
stanje

Super prevodno
stanje

AN

2 Resitev

Pogoj, ki mora biti izpolnjen za nastanek domenske stene je nizja prosta
entalpija v sistemu z steno kot v sistemu brez stene. Prav tako stena v
materialu ne more nastati, ¢e polje zunaj ni kriticno (B(z — —o0) = B.).
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Ker nas v kon¢ni fazi zanima le predznak proste entalpije, se v principu lahko
zadovoljimo z prosto entropijo na enoto povrsine, kar nam problem reducira
na enodimenzionalnega. Iskano koli¢ino lahko zapisemo kot:

AG
S

1
2m*

2 B2 B?
(fmv — e*ﬁ) q/;‘ 2 _HB+ 2|,
2410 2p10
(1)
Faktor H., ki nastopa kot del proste entalpije obmocja je definiran kot
B.pg. Nadalje si pomagamo z Ginzburg-Landauovo relacijo ki pravi:

= /dz {alwlﬂ §|w|4+

- Bl + 5 (k¥ — ) v =0, @)

Da lahko to realcijo uporabimo jo na obeh straneh pomnozimo z ¥* in
integriramo po z. Sledi:

2m*

2m*

/aw + BlY[* + ! {(—mv - e*ﬁ)2¢] Yrdz =0, (3)

1
2m*

/oz|1/}|2 + B[t + (—mv . e*Z> wf dz = 0. (4)

Korak med 3. in 4. enacbo lahko izvedemo zaradi hermitske narave 1.
7 vstavljanjem enacbe 4 v 2, dobimo izraz:

AG 8 ., B B2
= fa |2 2 _HBy e,
s = [ |-gulte g B 5)

7 upostevanjem izraza za H. vidimo da lahko sedaj vse od polja odvisne
¢lene zdruzimo pod popoln kvadrat:

Ta izraz lahko Se nekoliko polepsamo, ¢e uporabimo na predavanjih izpe-
ljano zvezo za kriticno polje:

2
B, = Mo% =/ to|tol*f (7)

Konc¢amo torej z:

AG B2 B2 /B 2
= [ de ||t 4 =2 ( - 1) : 8
S / : [ 2M0|¢0\4|w‘ 240 \ Be (8)
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2 2 4

B, <31)M' o)
S 2410 B. 0

Sedaj pa moramo Se nekako oceniti vrednost tega integrala. Vemo da bo
predfaktor vedno pozitiven, tak da ta ne bo vplival na predznak. Za velike
z bo [¢p| = |[¢p| in B = 0, kar nam da 0 pod integralom. Prav tako bo za
z — —oo veljalo da je || = 0 in B = B, kar nam ponovno da 0. Zanimive
stvar se torej dogajajo le v okolici prehoda. Grobo ocenimo da je prispevek

valovne funkcije kar enak korelacijski dolzini ¢ in prispevek magnetnega polja
udorni globini A.

AG B?
5 =3 N), (10)
Iz tega lahko razberemo da bo nastanek stene mozen (entalpija bo ne-
gativna) ¢e bo udorna globina mnogo manjsa od korelacijske dolzine ¢ < A
in obratno bo nastanek stene zelo neugoden ¢e bo veljalo ( > A. To lahko
izrazimo tudi z uporabo Ginzburg-Landauovoega parametra x = A/, ki ga
ocenimo na vecé kot 1 za ugodno in manj kot 1 za neugodno stanje. Natan¢na
mejna vrednost za k£ = 1/4/2, kar je pokazano pri nalogi “Dolo¢anje drugega
kriti¢nega polja (Bg) v superprevodniku tipa II”.
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Dolocanje drugega kriticnega polja (Beg) v
superprevodniku tipa 11
David Fabijan
28112026
22. maj 2012

1 Naloga

Pri superprevodniku drugega tipa obstajata dve temperaturno odvisni kri-
ti¢ni magnetni polji. Pri prvi vrednosti polja, ki je bila izpeljana na pre-
davanjih, dobimo udor magnetnega polja v superprevodno snov. Magnetno
polje prebada superprevodnik v obliki niti, ki se z ve¢anjem magnetnega
polja gostijo dokler pri kriticnem polju B, ne pride do popolnega poruse-
nja superprevodnega stanja. Namen te naloge je dolocitev tega magnetnega
polja.

2 Resitev

Postopek resevanja za¢nemo z Ginzburg-Landauovo relacijo:

1
b+ B+ o (Y — A )y =0 (1)

Vendar pa ker vemo da bo ob kriti¢nem polju valovna funkcija zelo majhna,
si lahko privos¢imo poenostavitev v obliki:

)+ ﬁ (=nv - e*Z>2 ¥ =0. 2)

Sedaj pa moramo izbrati Se primerno polje Z Kot dober izbor se izkaze
polje v obliki Z = (0, Bx, 0), ki nam po aplikaciji rotorja da polje:

A=vx4=(00B) (3)
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Ko upostevamo da je faktor « negativen ter razpiSemo kvadratni Clen
dobimo sledeco enacbo:

lajy) = L (—zﬁV - e*X>2 =

2m*
—1? O 1 0 S s

- "y (L B LAY
2m* 022 * 2m* < may ¢ X) vt 2m* Ox? )

Resitev te parcialne diferencialne enacbe is¢emo z nastavkom, ki predsta-
vlja ravni valovanji v dveh smereh ter je prosta funkcija v smeri x. Torej je
oblike ¢ = e**=*e*s¥p(x). Ko s tem nastavkom vstopimo v enacbo 4:
h2k? 1 9 —h?
= =~ (Kk. —¢*B "
aliole) = 52p(a) + 5 (ky — & Bx) olw) + == (2)

—h2k2 (¢*B)? hk, \ -,
lofo(z) = W%’(??) + o <T - e*B) o(x) + o= ¥ (z).  (5)

= . . . L. . - hk, . .
Ce sedaj uvedemo Se dve novi oznaki in sicer T = x — % in ciklotronsko
e*B ‘

frekvenco w. = <. Ker je ¥ le premaknjen z lahko zamenjamo vse ¢(r) z
©(Z) in dobimo:

2 010) — (@) = @) (Jol — et ). ©)

2 2m* 2m*

V tej enachi pa sedaj ze prepoznamo harmonski oscilator, ¢igar resitev

nam je dobro znana:
1 h2k?
= | hw, = |a| — z,
<n + 2) o 2m* (™)

Mozne vrednosti za n so 0,1,2,3,... nas pa zanima maksimalen mozno
polje B, ki smo ga skrili v ciklotronsko frekvenco. Ce ga zelimo poiskati
moramo maksimirati w,, kar dosezemo ¢e postavimo n in k, na 0. Potem

sledi:
1
—hw,. = |o
2
1. ¢*B,
Sh—2 = ol
2 m*
2|alm*
By = 8
2 he* 8)
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Dobljeni razultat pa se navezuje tudi na nalogo “Domenska stena na stiku
navadnega in superprevodnega stanja’. Material, ki bi imel drugo kriti¢no
polje ravno enako prvemu, bi bil namre¢ natanko tisti pri katerem bi domen-
ska stena postala ugodna. Ce torej recemo:

B. = B (9)
2lalm* a?
her Ho 3
Zalme\*_ g (10)
he* B

2 .
% in udorno

2m*|al

globino A = ,/#:;Li‘. Ugotovimo da se enacba 10 poenostavi v k = v/2,
kar je resnitno mejna vrednost in tudi dokaj blizu nase grobe ocene iz prej
omenjene naloge (k = 1).

Ko uporabimo se vrednosti za korelacijsko dolzino { =




